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/ﬁ ne Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Wahrscheinlichkeitsaxiome nach Kolmogorov (1)

Definition (Teil 1):
Gegeben sei eine Menge Q , die sog. Ergebnismenge oder der Grundraum.

Ein System F von Teilmengen von Q mit den Eigenschaften
(1) QOF

() A0F= 4°0F mit A° ={w0Q|wl 4}

() 4,4,,..0F=|J4,0F

n=l1

heil3t Ereignisfeld oder o-Algebra in Q. Die Elemente von F heilden Ereignisse.
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Wahrscheinlichkeitsaxiome nach Kolmogorov (2)

Definition (Teil 2):

- [0

mit den Eigenschaften
A P(A)

Eine Abbildung P

(Iv) P©Q)=1
(V) P)=0 040F

(VI) fur paarweise disjunkte Ereignisse 4, 4,,... U F gilt P(O Anj = i P(An)

n=1

heil3t Wahrscheinlichkeitsmal (W-Mal3) auf (Q, F).

Die gesamte Struktur (Q, F, P) wird als allgemeiner Wahrscheinlichkeitsraum

oder Basismodell bezeichnet.
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Zufallsvariablen (1)

Definition:

Eine Variable, die in Abhangigkeit zufalliger Ergebnisse reelle Werte annimmt,
heil3t Zufallsvariable.

M.a.W.: Eine Zufallsvariable x ist eine F-messbare Abbildung x:
d.h. {0 X |x(w) A4} OF fur alle offenen 4 [11 .

Q - []
W x(w)

Beispiele:
« Kopf (= 1) oder Zahl (= 0) beim Munzwurf
 Anzahl der in einer bestimmten Zeit zerfallenen Atome einer radioaktiven

Substanz
 Kurse von Aktien u.a.
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Zufallsvariablen (2)

Bemerkuna:

Eine Zufallsvariable x definiert in Verbindung mit dem Wahrscheinlichkeitsmal} P
ein Wahrscheinlichkeitsmal} P, auf UJ (genauer: auf (J, Bor(L)), indem man

P(B)=P(x0B) firB 00O

setzt (genauer: fur B [ Bor([1)).
Mit Bor([]) ist die Borel-Algebra von [0 gemeint, d.h. die kleinste Ereignisalgebra,
welche alle offenen Teilmengen 4 [11 enthalt.

Zur Notation:
. x0B bedeutet{w1Q | x(«) B .
Analog: (a <x< b) bedeutet {wD Qla< g(a)) < b} usw.
 Im folgenden wird stets die Kurzschreibweise x fur x(«w) benutzt.
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Stochastische Prozesse

Definition:
Eine Zufallsvariable x , die fur jede Zeitstelle 7 eines Zeitraumes 1 einen zufalligen
Wert annimmt, heil3t stochastischer Prozess, x = (x,), + .

Wenn zur Zeit ¢t der Zustand (das Ergebnis) w[X) vorliegt, wird der Wert des
stochastische Prozesses bezeichnet mit x (¢, w).

T X Q — |:|
M.a.W.: Ein stochastischer Prozess x ist eine Abbildung x: :
T twe x(t,w)

Definition:
Ein stochastischer Prozess (x,), ; heildt diskret bzw. kontinuierlich, wenn die
Zeitmenge 1 diskret bzw. kontinuierlich ist.

Bemerkung:
Analog der Bezeichnung bei Zufallsvariablen benutzten wir im folgenden fur den

Ausdruck x (¢, w) = a die Abkurzung x (¢) = a.
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Markov Prozesse

Definition:

Ein stochastischer Prozess x = (x,), 5 heil3t Markov Prozess, wenn
Plal)0A|x(0)= x,,..02(0,) = x,) = P(el)D 4] (e, )= x,)

faralle x,, ..., x, [(1J ,allet, ... ¢, t 01 mity,<..<t¢ <t und alle offenen 4 [1J .

Interpretation:

Ein Markov Prozess hat kein Gedachtnis, d.h. jede weitere Entwicklung des

Prozesses hangt jeweils nur von dessen aktuellen Wert und nicht auch von den
Vorgangerwerten ab.
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Pfad eines stochastischen Prozesses

Definition:

Wenn der stochastische Prozess (x,), ; kontinuierlich ist, definiert die zufallige
Abbildung ¢ - x () den Pfad des stochastischen Prozesses.

Wenn der stochastische Prozess (x,), ; diskret ist, ist der Pfad durch die lineare

Interpolation der Punkte (z, x (r)) gegeben.
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Brownsche Bewegung

Definition:

Sei W = (W,), + ein kontinuierlicher stochastischer Prozess mit 7= [z,, «) oder
r=[t,, t]. W heildst Brownsche Bewegung oder Standard Wiener Prozess, wenn
gilt:

() w, =0,d.h. ¥ startetim Zeitpunkt z, in 0.

(I) Der Zuwachs W, -W _fiir s <tist N(0,¢-s)- verteilt.

—t

(I11) Die Zuwéchse von I sind unabhangig, d.h. fiir s <7 <u sind die Zufalls -
variablen W, -w und W -W, unabhangig.

(IV) DiePfade von W sind fast sicher stetig, d.h.{w0Q | x(w): T — O ist unstetig
ist eine Nullmenge.
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Bemerkungen zur Brownschen Bewegung

 Man kann zeigen, dass die Pfade eines Standard Wiener Prozesses mit
Wahrscheinlichkeit 1 nirgends differenzierbar sind.

«  Wegen Eigenschaft (III) hat ein Wiener Prozess die Markov Eigenschaft.

«  Cov(W,, W,)=min(s, ?)
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Allgemeine Brownsche Bewegung

Definition:

Sei W ein Standard Wiener Prozess. Der allgemeine Wiener Prozess oder die
allgemeine Brownsche Bewegung mit Start in X, , Driftterm (47 - 7)) und Varianz-
term ¢ ist definiert durch X', =X +,u(t—t0)+0[t :

Bemerkungen:
+ B(X,)=x, +uli-1,)

+ Var(X,)=c(t-1,)
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Nicht antizipierende Prozesse

Definition:

Gegeben seien ein Standard Wiener Prozess (i,),., sowie ein weiterer, konti-
nuierlicher, stochastischer Prozess (Y,),., . Dann heil’t (¥,),. , nicht antizipierend
oder adaptiert, wenn fur jede Zeit s > 0 die Zufallsvariable Y messbar bzgl. jener
Ereignisalgebra ist, welche von (i), ., ., erzeugt wird.

Folgerunag:
Wenn (Y,), ., hicht antizipierend ist, dann sind die stochastischen Prozesse Y,

und W, - W _unabhangig fur alle ¢ > s.

© 2002 d-fine All rights reserved. 15



ATne
1t0 Integral

Definition:

Das [t6 Integral eines nicht antizipierenden Prozesses (Y,), ., bzgl. des Standard

Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Wiener Prozesses (W,),. , ist definiert als

n

k=1

[v.am,
0

=limI, mit

n —

t
In = X(k—l)At (KkAt _E(k—l)At) und Ar =— .

n

© 2002 d-fine All rights reserved.
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Bemerkungen zum It Integral

¢ 2
« Die Schreibweise IOtYSdWS =limI, bedeutet lim EK _[O Ydw. -In) } 0.

n— o n— o

- Bei der Summenbildung D _, Y - (Ekm ‘K(H)N) wird stets der Wert des zu
integrierenden Prozesses am linken Rand des Zeitintervalls [(k —I)At,kAt]
genommen. Wurde der Wert an einer anderen Stelle des Zeitintervalls
genommen werden, ware i.a. der Wert des Itd Integrals unterschiedlich.

(Vgl. mit Riemannschem Integral halt also nur sehr bedingt!)

* In der Finanzmathematik muss das It6 Integral fur Prozesse verallgemeinert
werden, fur die der obige Erwartungswert nicht existiert.
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It6 Integral des Standard Wiener Prozesses

Bemerkunag:
1t6 Integration eines Standard Wiener Prozesses (W,), ., bzgl. sich selbst liefert

als Ergebnis (s.z.B. Franke etal.) ¢

2
[waw, =22 -wp)- L) L
7 2 2 2
Zusatzterm

Beachte:
Beim Lebesgue-Stieltjes Integral gilt fur eine glatte Funktion f

t

1
[rove=2r0-ro),
0

Grund fur den Zusatzterm beim 1t Integral:

Fur Ar - 0 sind beim Standard Wiener Prozess die lokalen Zuwachse wahrend At
von O(\/E) , wahrend die Zuwachse flr f von O(At) (Satz von Taylor) und somit
wesentlich kleiner sind.
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,Definition” einer stochastischen DGL

Der allgemeine Wiener Prozess mit Start bei X, ist gegeben durch
Kz = Xto +,U(f _t0)+UEt ’

FUr ein Zeitintervall At folgt
Xt+At _X - /UAt +0—(Z

= t t+A¢

-w,).

Fur Ar — 0 benutzt man die Schreibweise

dX, =udt+odw,

Die mathematische Bedeutung des letzten Ausdruckes - einer sog. stochastischen
Differentialgleichung - ist gegeben uber das 1t Integral

X, -X, :_r,uds+ ZJdWS :
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Diffusionsprozess

Definition:
Seien (a,),5, und (b,),, nicht antizipierende Prozesse. Ein stochastischer Prozess
X)), » welcher der stochastischen Differentialgleichung
dX = a,dt + b,dW,
genugt, heildt Diffusionsprozess oder Itd Prozess.

M.a.W.:
(X,), s, ist LOsung der Integralgleichung X -X, Ia ds + b dw., .
l l

Beispiel:
a,=AtX) , b,=B(tX,)
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Beispiele von Diffusionsprozessen

. a=0,b

=0,b=1 =X ist Brownsche Bewegung

* a~=ib=0 =X ist Wiener Prozess

Definition:

Ein Diffusionsprozess mit a,= 1/.S, und b,= o §, heil}t geometrische Brownsche

Bewegung:
June dS = uSdi+osSdw
:>d:f = pude+ody,
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ltds Lemma

Satz:
Gegeben sei ein Diffusionsprozess dX, = a,dt + b,dW, sowie eine Funktion
V=T1(X,). Dann gilt

2
v, x,) = %—I;(t,Xt)+%b2(t,Xt)ng(t,Xt)jng—;

(e, X, )dx,
4

(1, X, )jdt -

_ [or 14 Lys
- (l‘,Xt)+Cl(l‘,Xt)aX(l‘,Xt)+2[) (t’Xt)aX

ot
oV
X )—\t. X
bt X,) 2 (1. X, W,

= ale, x,)de+b(s, X, )dw,
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Bemerkungen zu Ités Lemma

«  J(X,) ist selbst ein Diffusionsprozess.
«  Zur heuristischen Herleitung von Ités Lemma benutze den Satz von Taylor

sowie lim (dW,)’ =dr .

dr -0
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Losung der geometrischen Brownschen Bewegung (1)

Als Anwendung von Ités Lemma betrachten wir den Logarithmus der geometrischen
Brownschen Bewegung: Y(z, S,) = log S, mitdS, =u S, dt+o S, dW, .

Es folgt:

ov_gov_1 v __ |
o0 oS S as* 8’
Ferner:

a=US, b°=FS

Zusammen folgt:
dY = O+l,uS+lazS2 —Lz dt+0SldW: ,U—ldzjdt+0dW
S 2 S S 2
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Losung der geometrischen Brownschen Bewegung (2)

1
Wegen dY = (,u—aaz)dt +odW ist Y, =log S, selbst ein Wiener Prozess mit

1
Erwartungswert ¥, +(,u—502j(t —to) und Varianz o2(¢ - t,), d.h. Y, lasst sich

2

o
schreiben als ¥, =¥, +[,u—7j (t-t,)+aw, .

Fur S, folgt:

2
S, =S, exp{[,u—(;j (t—t0)+0Wt} mit e =S,
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Bemerkungen zur geometrischen Brownschen
Bewegung

 Die geometrische Brownsche Bewegung kann durch den geometrischen
Random Walk approximiert werden (siehe unten).

Fir positives S, nimmt die geometrische Brownsche Bewegung nur positive
Werte an.

«  Wegen S, Uexp(W,) ist S, lognormalverteilt.

«  Die geometrische Brownsche Bewegung wird haufig benutzt, um die
Entwicklung von Finanzkursen zu modellieren.
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Random Walk

Definition:
Sei 7= {t,, t,, 1,,...} eine diskrete Zeitmenge mit aquidistanten Abstanden, d.h.
t, =t,+ n At fur ein festes Zeitintervall Az. Seien a, b, u, d LIJ mita>0und b<0
bzw. u >1und d < 1. Es seien ferner y,, y,,... und z,, z,,... unabhangige Zufalls-
variablen mit den W-Malen
P(y =a) =p und P(y =b) =1-p
P(z, =u) =p und P(z, =d) =1-p
Betrachte flr einen festen Startwert x, die diskreten stochastischen Prozesse

far k=12,....

Ea(tn) Ex0+ZZ=1Xk fur n=12,... .

Eg (tn) = xO szlzk

x, heil3t arithmetischer Random Walk, X, heil3t geometrischer Random Walk.
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Pfade des arithmetischen Random Walks

) e, L= o
k=1

x,(t,) =x,+3a+b
X, x,(t,) =x,+2a+2b
x, () =x,+ta+3b

)—Ca (t4) - xO +4b

© 2002 d-fine All rights reserved. 29



/ﬁ ne Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Pfade des geometrischen Random Walks

zg (tn) = xO |_| Zk ')—Cg (t4) — X u
k=1
X, () =xoud
X, x, (1) = xou*d*

x, () =xgud

X, () = x, dt

© 2002 d-fine All rights reserved.
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Bemerkungen zum Random Walk (1)

«  Sowohl der arithmetische Random Walk als auch der geometrische Random
Walk sind Markov Prozesse.

*  Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt, dass x,(z,) flr n — o normalverteilt ist.

Der arithmetische Random Walk kann sowohl positive als auch negative Werte
annehmen.
Falls fur den Startwert x, > 0 gilt, bleibt der geometrische Random Walk stets
positiv.
= Zur Modellierung von Finanzkursen eignet sich nur der geometrische
Random Walk
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Bemerkungen zum Random Walk (2)

*  Durch Logarithmieren kann man einen geometrischen Random Walk in einen
arithmetischen Random Walk uberflhren:

logL ) —log xo Zn:log(xk)
k=1

* Firn - ocoist log(x,(7,)) normalverteilt, d.h. x,(z,) ist lognormalverteilt.
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Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung (1)

Ausgangssituation:

Betrachte wiederum die o.a. arithmetischen und geometrischen Random Walks auf
der diskreten Zeitmenge 7= {¢,, ¢, t,,..., t }.

Losung:
Durch ,geschickte” Wahl der Wahrscheinlichkeit p, der Parameter a, b, u und d und

unter Ausnutzung des zentralen Grenzwertsatzes ist es moglich, im Limes n - o
bzw. At -~ O mitn At =1¢, -t, = const.

« aus dem arithmetischen Random Walk die Brownschen Bewegung und
« aus dem geometrischen Random Walk die geometrische Brownschen Bewegung

zu erhalten.
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Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung (2)

Arithmetischen Random Walk — Brownschen Bewequng:

a =+, b=—-+/Nt, p:%, also P(Xk :+JE):% und P(Zk :—JE):

1
2

Geometrischer Random Walk — geometrische Brownschen Bewegunq:

— A —_ -
u=e’ d=¢°

also PQ,{ :e"m)

J70AY;

e -e

—o Dt

At —
! p‘eam_e-am’

w; e—a\/E

e

oD uh

B ea\/E _e—a\/E

— —JJE)_ € €
und P(gk =e R
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Diskrete vs. kontinuierliche Prozesse

 Finanzkurse sind eigentlich Prozesse in diskreter Zeit.

«  Da man mit kontinuierlichen stochastischen Prozessen einfacher als mit
diskreten stochastischen Prozessen rechnen kann, wird das Verhalten von
Finanzkursen haufig in stetiger Zeit approximiert. Dies ist insbesondere zur
Herleitung der Black-Scholes Formel notwendig, die als Voraussetzung eine
geometrische Brownsche Bewegung des Underlying Kurses erfordert.

 Umgekehrt zeigt die Konstruktion der geometrischen Brownschen Bewegung
aus dem geometrischen Random Walk, wie man in numerischen Algorithmen
einen kontinuierlichen stochastischen Prozess durch einen diskreten
stochastischen Prozess approximieren kann.
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Grundlagen

Definition:

Eine Call Option bezeichnet einen Vertrag zwischen zwei Parteien, bei dem der
Kaufer zu einem Zeitpunkt ¢ durch die Zahlung der Optionspramie das Recht
erwirbt, zu einem festgelegten zukunftigen Zeitpunkt 7> ¢ (europaische Option)
oder wahrend eines in der Zukunft liegenden Zeitraumes (amerikanische Option)
das Underlying zu einem zur Zeit ¢ vereinbarten Preis K zu kaufen.

Ziel:
Herleitung einer Gleichung, dessen Losung (analytisch oder numerisch) den Wert
der Option beschreibt.
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Gewinn/Verlust Diagramm Plain Vanilla Call Opt. (Long)

C = Optionspramie

K + C = Break-even Kurs

4 Ppayoff

y 4
y 4
y 4
y 4
y 4
y 4
y 4
y 4
y 4

/:_ Gewinnzone =

K y
T T : >
Verlustzone K+C S(T)
e

Zone verminderter Kosten
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Wertkomponenten

Definition:

Der Wert einer Option setzt sich aus zwei Komponenten zusammen, dem inneren
Wert und dem Zeitwert.

Der innerer Wert entspricht dem Erlos, der bei sofortiger Ausubung erzielt wirde.
Der Zeitwert ist die Differenz zwischen dem Marktwert der Option und dem inneren
Wert.

Bemerkung:
Eine amerikanische Option ist aufgrund des Rechts zur vorzeitigen Ausubung
mindestens so teuer wie ihr innerer Wert.
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Skizze des aktuellen Kurses einer Plain Vanilla Call
Option (Long)

4 Payoff

Zeitwert

’r— .
+,—— innerer Wert

!

K S

I } P
aus dem Geld T im Geld

am Geld
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Was bestimmt den Wert einer Option?

Im folgenden wird der Wert einer Option mit J” bezeichnet. Es ist klar (bzw. ergibt
sich aus der Losung der Black-Scholes Gleichung), dass ¥ von den folgenden
GrofRen abhangt:

Aktuelle Zeit r und Kurs S(7) des Underlyings
«  Volatilitat cund Drift #des Underlyings (Parameter des Underlyings)
«  Strike Price K und Verfalldatum 7 der Option (Parameter der speziellen Option)

* Risikoloser Zins r (Parameter der zugrunde liegenden Wahrung)

=V=VSt U oK T r

Zur Bezeichnung des Optionswertes werden i.a. jedoch nur die Variablen S und ¢
benutzt: V' = V(S, 1)
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Die Annahmen im Black-Scholes Modell

« Das Underlying folgt einer geometrischen Brownschen Bewegung mit
bekannter Volatilitat, d.h. S wird beschrieben durch die stochastische
Differentialgleichung dS = u Sdt + o SdW .

* Derrisikolose Zinssatz r ist bekannt.

«  Kontinuierliches Handeln ist moglich.

«  Es gibt keine Transaktionskosten bzgl. des Underlyings (keine ,Reibung®).
« Es gibt keine Moglichkeiten zur Arbitrage.

* (Das Underlying beinhaltet keine Dividendenzahlungen.)
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Ein besonderes Portfolio

Ziel:
Konstruktion eines risikolosen Portfolios

|dee:
Benutze die positive (bzw. negative) Korrelation zwischen einer Call (bzw. einer
Put) Option und dessen Underlying

Ansatz:

Das Portfolio bestehe aus einer Option (Long Position) minus dem A-fachen des
Underlyings (Short Position), d.h. der Wert der Option ist gegeben durch

N(S,))=V(SH-AS . (1)
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Wertveranderung des Portfolios (1)

Die Wertveranderung des Portfolios ist gegeben durch die Wertveranderungen der
Option sowie des Underlyings,
dilt =dV —-AdS . (2)

— Hier geht die Annahme ein, dass das Underlying keine Dividendenzahlungen
beinhaltet.

Nach Ités Lemma gilt

ar =241 2526Vd +Pas . )
o 2 0S* 0S

— Hier geht die Annahme ein, dass der Kurs des Underlyings der geometrischen
Brownschen Bewegung genugt.
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Wertveranderung des Portfolios (2)

Aus (2) und (3) folgt

2
an =2 15520 Z ar+[ 2 —nlas
or 2 oS 0S
determ;wi/stischer stochaéischer
Anteil Anteil

Um das Risiko im Portfolio 1 zu eliminieren, wahle man daher

_ar

A=
oS

(4)
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Delta Hedging

Definition:

Die Reduzierung von Zufall bzw. Risiko in einem Portfolio bezeichnet man als
Hedging.

Die vollstandige Eliminierung des Risikos eines Portfolios durch Ausnutzung der
Korrelation zwischen zwei Finanzinstrumenten heil3t Delta-Hedging.

Bemerkung: Y
Delta-Hedging ist ein Beispiel einer dynamischen Hedge Strategie. Da sich —
permanent andert, muss fur einen perfekten Hedge die Anzahl A der An-

teile des Underlyings am Portfolio kontinuierlich angepasst werden.

— Hier gehen die Annahmen ein, dass kontinuierliches Handeln moglich ist und
dass es keine Transaktionskosten bzgl. des Underlyings gibt.
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Keine Arbitragemoglichkeiten (1)

Durch die Wahl von A = a—V folgt, dass der Wertzuwachs

2
an=L 1y 0 g (s
or 2 oS

des Portfolios vollstandig risikolos ist.

Man betrachte andererseits einen Bargeldbestand, der zur Zeit t dem Wert 'l des
Portfolios entspricht. Wenn man diesen Bargeldbestand mit dem risikolosen Zins-
satz » anlegt, entspricht der Wertzuwachs gerade den Zinsen, d.h.

dii =rMdr . (6)

— Hier gehen die Annahmen ein, dass der risikolosen Zinssatz » bekannt ist und
dass es keine Arbitragemaoglichkeiten gibt.
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Keine Arbitragemoglichkeiten (2)

Die Gleichheit von (5) und (6) ist ein Beispiel fur ein No-Arbitrage Prinzip!

Betrachte die beiden Falle

2
1) a—V+la252‘”§ dt >rMds
or 2 oS

In diesem Fall wirde man sich Geld zum risikolosen Zinssatz » von der Bank
leihen und in das risikolose Portfolio investieren. Zusammen wurde man also
einen risikolosen Gewinn realisieren.

2
2) (‘9—I/+102S2 g V)dt<r|_|dt

or 2 0S°

In diesem Fall wurde man das risikolose Portfolio verkaufen, um das dadurch
eingenommene Geld zum risikolosen Zinssatz » bei der Bank anzulegen.
Zusammen wurde man auch hier einen risikolosen Gewinn realisieren.
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Die Black-Scholes Gleichung

Aus den Gleichungen (1), (4), (5) und (6) folgt:

2
(GV +102S2 J VJdt = r(V _S%]dt

o 2 9S>

Durch Umformung folgt die

2
Black-Scholes Gleichung: o +lc72S2 Al +rSg—Z -V =0 (7)

or 2 0S°
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Bemerkungen zur Black-Scholes Gleichung (1)

In der Herleitung der Black-Scholes Gleichung wurde an keiner Stelle fest-

gelegt, um welche Art von Option (oder allgemeiner: Derivat) es sich handelt.

Es wurden nur Eigenschaften des Underlyings bendtigt.

= Pro Underlying gibt es nur eine einzige Differentialgleichung (DGL) fur
alle Derivate auf dieses Underlying! Insbesondere qilt die Black-Scholes
Gleichung fur europ. und amerikan. Optionen und fur Bermuda-Optionen.

Die verschiedenen Derivate unterscheiden sich nur in verschiedenen
Anfangs-, End- oder Randbedingungen.

Beispiele:
- Auszahlungsprofil am Verfalltag bei Optionen
- Wertlosigkeit bei Vertragsabschluld bei Termingeschaften

Die Black-Scholes Gleichung enthalt folglich nicht den Strike Price K und das
Verfalldatum T der Option, da dies Parameter der speziellen Option sind.

© 2002 d-fine All rights reserved. 51



/f—[ ne Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Bemerkungen zur Black-Scholes Gleichung (2)

« Die Black-Scholes Gleichung enthalt die Variablen S und ¢ sowie die
Parameter ound r.

« Die Black-Scholes Gleichung enthalt nicht den Drift Parameter (.
M.a.W.: Wenn zwei Personen von der gleichen Volatilitat des Underlyings ausgehen, werden sie
auf den gleichen Wert der Option kommen, unabhangig von der jeweiligen Schatzung des Drift-
terms. (Der Drift ist implizit im Kurs S des Underlyings berucksichtigt.)

 Die Black-Scholes Gleichung ist eine lineare partielle DGL zweiter Ordnung.
Insbesondere handelt es sich um eine sog. parabolische DGL.

«  Sowohl das Underlying (S) als auch ,Geld in der Bank® (Nominal x ¢*) er-
fullen die Black-Scholes Gleichung. (notwendig fur replizierendes Portfolio)
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Replizierendes Portfolio

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt V(S,z) =1 +AS mit A :g—g :

Es ist also moglich, ein Portfolio zu konstruieren, dass bei Falligkeit der durch V
beschriebenen Option denselben Wert hat wie die Auszahlung der Option. Dieses
Portfolio besteht aus Bargeld im Wert I und dem A-fachen des Underlyings.

Definition:

Ein Portfolio, das den Wert einer Option nachbildet, nennt man replizierendes
Portfolio.

Einen Markt, in dem man jede Option durch deren Underlying(s) nachbilden kann,
nennt man einen vollstandigen Markt. In diesem Markt sind Optionen redundant.
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Berucksichtigung von Dividenden

Situation:

« Dividenden werden i.a. an festen (d.h. diskreten) Terminen gezahlt.

« Die HOhe der Dividenden ist erst kurze Zeit vor deren Ausschuttung bekannt.
Sie werden Ublicher Weise auf der Jahreshauptversammlung bekannt-
gegeben.

Idealisieruna:

 Das Underlying zahlt eine bekannte, kontinuierliche Dividendenrendite D.

= Die Wertveranderung (2) des Portfolios Il wird modifiziert zu
dlfi1 =dV —AdS — DASdt . (2’)
Die Black-Scholes Gleichung bekommt dann die Form
2
a_V +10'2S2 a 4 +
or 2 0S”

(r—D)SZ—Z—rV:O.
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Losungsidee

Ziel:
Herleitung einer analytischen Losung der Black-Scholes Gleichung
2
a—V+102S2 0 Z +rSa—V—rV =0
or 2 oS 0S
fur europaische Optionen.

Die Endbedingung, die wir zur Losung der DGL bendtigen, ist gegeben durch die

Funktion, die am Ende der Optionslaufzeit T das Auszahlungsprofil beschreibt:
Payoff(S) = V(S,T) (8)

|dee:

* Ruckfuhrung der Black-Scholes Gleichung auf die Warmeleitungsgleichung
durch Variablentransformation.

* Benutzung der (in der Physik) bekannten Losung der Warmeleitungsgleichung.
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1. Losungsschritt

Definiere die Funktion U(S,f) durch
V(S,)=e " US,t) . (9)

Motivation:

Da der Payoff zur Zeit T bekannt ist, mochte man von ,Barwerten auf zukunftige
Werte" wechseln.

Es folgt:

a_V :rV+e—r(T—t)a_U a_V = -r(T—t) aU a V :e—r(T—t)az—U

ot ot~ oS dS = 0S? 0S°
2

UL L5520 59T (10)

o 2 0S” oS
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2. Losungsschritt

Benutze die Variablentransformation
t - T=T—-¢t. (11)

Motivation:
Durch die Variablentransformation (11) wollen wir von einer Ruckwarts-DGL (mit

Endbedingung) zu einer Vorwarts-DGL (mit Anfangsbedingung) gelangen.

Es folgt:
oU __ oU
ot or

2
:>0_l~]:102520 l2]+rSa—U mit V(S,0)=e""U(S,T-T) (12)
or 2 oS oS
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3. Losungsschritt

Benutze die Variablentransformation
S é=logS (13)

Motivation:
Eliminierung der S-abhangigen Koeffizienten in (12).

Es folgt:
oU _0é0U _10U 9°U __ 10U _ 19U
0S 0S a& S o 0S* ST A& ST O

ou 1 ,0°U 1 ,\oU .
o
0T 2 0¢&°

tr—-——ao 0—5 mit V(S,t):e_r?U(e‘t,T—ff) (14)
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4. Losungsschritt

Benutze die Variablentransformation
‘ v=é+lr-Lo? |7
2 . (15)

Motivation:
Eliminierung des Terms erster Ordnung in S'in (14).

Es folgt:
oU _0x oU ar oU aU 0’ U_ _ 0°U
0 0F ox 65 or ox &> T ox?

=0
0U _ 0x 0U 97 0U ( 1 2jaU OU_( 1 2)6U oU
r——a + =|r— +

97 97 ox  OF o1 ox Or 27 )& or

2

2 x-| r——c? |t
_, [CERE R . V(S,t):e”U(e - J,T_szeww(x,r) (16)

or 2 Ox’
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Superposition von Losungen

Gleichung (16) ist die gesuchte Warmeleitungsgleichung. Eine mogliche Losung
dieser Differentialgleichung ist fur 7> 0 die sog. Elementarlosung

—_ '2
We(x,r;x')zéexp —M : (17)
2ITTO 20°T

Da die Warmeleitungsgleichung (16) eine lineare DGL ist, kann man aus (17)
weitere Losungen durch Superposition, d.h. durch Integration bilden:

W(x,T)= TVVe(x,T;x')g(x')dx' (18)

Dabei muss die Funktion g(x") derart sein, dass das Integral definiert ist.
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Benutzung der Randbedingung

Um eine Losung der Warmeleitungsgleichung (16) und damit auch der Black-
Scholes Gleichung (7) zu gegebenen Randbedingungen zu ermitteln, mussen
diese ebenfalls in die neuen Variablen transformiert werden.

Es qilt:
S p(s.T) = Payoff(S) = W (x.0) = Payoff(e")
Wir benutzen ferner, dass W,(x, r; x’) fir r — 0 die o-Distribution approximiert,
W (x,7) 0 T j&(x—x')g(x') dx' .

Man wéhle daher g(x")=Payoff(e") .
Einsetzen in (17) und (18) liefert

W(x.T) = &J [ exp{— (x2 ;fr) }Payoff(ex')dx'. (19)
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Rucktransformation der Variablen

Die Rucktransformation der Variablen von (x, 7) nach (S, ) sowie eine Variablen-

transformation im Integral x' — S'=e" liefert schlieRlich

(00

2
S 1
(1) (log'+(r—0 j(T—t)j )
PS.t) = TS 2 $Payoff(S)

e
J21(T-1)o i 207 (T -1) S’
0

ds’

Gleichung (20) ist unsere ,Mastergleichung” bei der Berechnung von Werten

europaischer Optionen nach dem Black-Scholes Modell.

Bemerkunag:

Der Nobelpreis des Jahres 1997 wurde Myron Scholes und Robert Merton fur
deren Arbeiten zur Bewertung von Finanzderivaten verliehen. Fisher Black war

bereits zuvor verstorben.
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Die Put-Call Paritat (1)

Betrachte ein Portfolio ', dass aus einem Underlying und einer Put Option auf das
Underlying mit Strikepreis K und Verfalldatum T (jeweils long Positionen) sowie
einer Call Option mit gleichem Strikepreis K und gleichem Verfalldatum T (short

Position) besteht:
N(0) =S0) +Vp, (58) = Ve (S0)

Zur Zeit T qilt:
Vo (S T)=max(K = S(T),0), Voy(S,T)=max(S(T) - K,0)

Also hat das Portfolio zur Zeit T den Wert I(T) =K .

Da der Wert des Portfolios zur Zeit T fest vorgegeben ist, liefert das Portfolio einen
risikolosen Gewinn.
Folglich muss der Wert des Portfolios zu einer fruheren Zeit gegeben sein durch

@) =Ke "™ .

Zusammen folgt die sog. Put-Call Paritat; |Ve, (S,) = Ve (S) =S(t)+ K e "™
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Die Put-Call Paritat (2)

Zur Begrundung der Gleichheit von (1) =K e

1)

2)

-r(T-t) .

Annahme: M) <K e ™

In diesem Fall wirde man sich zur Zeit r den Betrag I(z) zum risikolosen Zins-
satz » von der Bank leihen und in das risikolose Portfolio investieren. Zur Zeit T
schuldet man dann der Bank den Betrag IM(¢) ¢’ ™, erhalt jedoch den Payoff K
des Portfolios. In der Summe hatte man also einen risikolosen Gewinn in Hohe
von K —T(t)e""™ >0 erwirtschaftet.

Annahme: M) >K e

In diesem Fall wirde man zur Zeit t das Portfolio zum Betrag I(¢) verkaufen.
Von diesem Verkauferlés wiirde man den Anteil K e ™ zum risikolosen Zins-
satz r bei der Bank anlegen. Zur Zeit T hat das Bankdepot den Wert K. Dies ist
gerade der Betrag, dem man zur Zeit T dem Kaufer des Portfolios schuldet.
Der zur Zeit ¢ nicht auf das Bankkonto eingezahlte Betrag M (1) —K e ™ >0
ware also ein risikoloser Gewinn.

Beide Annahmen stehen im Widerspruch zum No-Arbitrage Prinzip!
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Approximation der kumulierten Standardnormal-
verteilung (1)

Problem:

Viele Losungen der Black-Scholes Gleichung enthalten die kumulierte Standard-

normalverteilung 1
Pd(d) =

d _x*
\/57_-!;6 2 dx.

®(d) kann analytisch exakt nicht weiter vereinfacht werden. Zur Berechnung der
Optionswerte benutzt man daher

* Interpolation zwischen tabellierten Werte fur ®(d) oder besser

« die folgende Approximation:

O(d) = 1-¢'(d)(a1k+a2k2 +Cl3k3+a4k4+a5k5) falls 4 >0
[=®(=d) falls d <0
1 -4
mlt CD' d = e 2 Und,_,
D= or
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Approximation der kumulierten Standardnormal-
verteilung (2)

1
1+yd

y=0.2316419

a, =0.319381530
a, =—0.356563782
a, =1.781477937
a, =—1.821255978
a; =1.330274429

Bemerkungen:

« Die Naherungsformel ist bis zur 6. Dezimalstelle genau.

« Literatur: M. Abramowitz, |I. Stegun, Handbook of Mathematical Functions,
Dover Publications
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Beispiel 1: Wert einer Plain Vanilla Call Option (1)

Das Auszahlungsprofil einer Plain Vanilla Call Option ist gegeben durch
Payoff(S) = max (S - K, 0), wobei K der Strikepreis der Option ist.

Aus (20) folgt:
00 ( g | 2)
— 2 —_—
-r(T-1) (logs, + (I" D o )(T t)j S'—K

— e —
Ve v.car(S,1) = \/ZIT(T —t) eXP: 2 (T —l‘) L

K k )

Berechnung des Integrals (mittels quadratischer Erganzung) liefert

Ve v.ca(S,1) =S ®(d)) - K ) ®P(d,) mit

logS+(r+102)(T—t) logS+(r—102)(T—t) (21)
K 2 _ K 2
und d, =

oNT —t oNT —t

d, =
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Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Beispiel 1: Wert einer Plain Vanilla Call Option (2)

VCall

25
20
15
10

S Ol

— Payoff

—1/3 year to expiry
——2/3 year to expiry

—— 1 year to expiry

A

yd

7

4

10

=

20
S

30

40
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Bemerkungen zur Bewertung von Plain Vanilla Call Opt.

Interpretation der Lésung V, v o.;(S,1) =S ®(d,) - K e’ d(d,)

Der Term S d(d,) steht fur den Wert des Underlyings, das der Kaufer der
Option im Fall der Austibung bezieht.

Der Term —K ¢\ d(d,) reprasentiert den Wert des Ausubungskurses.

Bemerkungen:

Der Zeitwert der Option ist stets grof3er oder gleich Null.

Bei §=0qgilt V}, y ,(0,) = 0. Konsistent mit geometrischer Brownscher Be-
wegung, da sich der Kurs von S = 0 nicht mehr entfernen kann!

Fur §>> K (d.h. die Option ist weit im Geld) gelten ®(d,) - 1 und ®(d,) - 1.
Damit folgt ¥, .,(S,0) O TE  s-K 7™ (=8).

Der Wert der Option ist also ,Wert des Underlyings - (Bar-) Wert des
Ausubungskurses”.
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Beispiel 2: Wert einer Plain Vanilla Put Option (1)

Das Auszahlungsprofil einer Plain Vanilla Put Option ist gegeben durch
Payoff(S) = max (K - S, 0), wobei K der Strikepreis der Option ist.
Aus Gleichung (21) und der Put-Call Paritat folgt

Vovpu(S,8) =8SP(d,)-K e (1) d(d,)—S + Ke ')
= =5 (1-®(d))+ K e (1- &(d,))

= | Vo ypu(S,0) = =S D(=d))+K e " d(=d,) | (22)

Bemerkung:
Man hatte Gleichung (22) naturlich auch aus der Mastergleichung (20) in Verbin-
dung mit dem Auszahlungsprofil max(K-S(7"),0) berechnen konnen.
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Beispiel 2: Wert einer Plain Vanilla Put Option (2)

— Payoff

20 —1/3 year to expiry
——2/3 year to expiry

—— 1 year to expiry
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Bemerkungen zur Bewertung von Plain Vanilla Put Opt.

Interpretation der Losung V5 v 5 (S,¢) = =S ®(=d,)+ K e ) ®d(—d,) ist voll-
kommen analog zur Plain Vanilla Call Option.

Bemerkungen:

«  Der Zeitwert der Option kann grol3er, kleiner oder gleich Null sein.
Grund: Bei einer Put Option ist der mogliche Gewinn bei Verfall begrenzt. Im
Gegensatz dazu ist bei einer Call Option der mogliche Gewinn unbegrenzt.

« BeiS=0gilt V;y,,00,0)=K ¢ Konsistent mit geometrischer Brownscher
Bewegung, da sich der Kurs von S = 0 nicht mehr entfernen kann! Die Aus-
zahlung zur Zeit T steht daher fest, so dass der Wert der Put Option determi-
nistisch sein und der abgezinsten Auszahlung entsprechen muss.

« FOr§>> K (d.h. die Option ist weit aus dem Geld) gelten ®(-d,) - 0 und
®(-d,) - 0. Die Option ist in diesem Fall nahezu wertlos, 7,y . (S,5) 0T 0 .
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Beispiel 3: Wert einer binaren Call Option (1)

Das Auszahlungsprofil einer binaren Call Option ist gegeben durch

1 falls S=K

Payoffy, e, cr(S) = O(S —K) = {0 sonst

Eine binare Option heil3t daher auch Cash-or-Nothing Option.

Aus der Mastergleichung folgt:

Viingrer can (852) = e_r(T_t) d(d,)
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Beispiel 3: Wert einer binaren Call Option (2)

Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

VBinary Call

1,2

S 2

— Payoff

—1/3 year to expiry
——2/3 year to expiry
——1 year to expiry

=

(=
S N B O o
| | |

-

30

40
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Beispiel 4: Wert einer binaren Put Option (1)

Das Auszahlungsprofil einer binaren Put Option ist gegeben durch

1 falls S<K

y Bindrer Put ( ) {O SonSt

Aus der Mastergleichung folgt:
VBinérer Put (SD t) = e_r(T_t) (1 - cD(d2 ))

Bemerkunag:

Eine Portfolio aus je einer binaren Call und einer binaren Put Option zum jeweils
gleichen Strikepreis K hat bei Falligkeit die deterministische Auszahlung 1 (unab-
hangig vom dann aktuellen Wert des Underlyings). Folglich muss der Wert dieses

Portfolios heute dem abgezinsten Wert von 1 entsprechen:

vV

Binédrer Call (S t) - 8 T t) — VBmarer Put (S t) - e T t)(l cD(d ))

(S,0)+7,

Bindrer Put
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Beispiel 4: Wert einer binaren Put Option (2)

1,2

— Payoff
—1/3 year to expiry

——2/3 year to expiry
\ —— 1 year to expiry

N

\

10 20 30 40
S

S 28
S N B O O
| |

VBinary Put

=

S
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Bemerkungen zur Bewertung binarer Optionen

. Eingesetzt wird eine binare Call Option z.B. dann, wenn der Kaufer die
Meinung vertritt, dass der Marktpreis des Underlyings in Zukunft nur wenig
steigen wird.

«  Wenn der Kaufer der Meinung ist, dass der Marktpreis des Underlyings in
Zukunft stark steigen wird, so wird er nicht in eine binare Call Option investieren
sondern z.B. in eine Plain Vanilla oder eine Power Call Option.

« |.a. wir der Kaufpreis einer binaren Call Option niedriger sein als die Kaufpreise
der vergleichbaren (d.h. alle Optionen haben den gleichen Strike Preis) Plain
Vanilla oder Power Call Optionen.

« Die drei obigen Bemerkungen gelten analog fur Put Optionen.
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Verschiedene Arten von Power Option

Definition:

Optionen, deren Auszahlungsprofil Potenzen des Underlyingpreises beinhalten,
nennt man Power Optionen.

Je nach Art des Auszahlungsprofils unterscheidet man zwischen asymmetrischen
und symmetrischen Power Optionen:

«  Asym. Power Call Option: Payoff, (S)= max(S” —K”,O)

sym. Power Call

Asym. Power Put Option:  Payoff,  pover pu(S) = max(K ¢ - S“,O)

(S-K)" falls §>K

*  Sym. Power Call Option:  Payoffy poyer can(S) =
| 0 sonst

(K -5)" falls S<K

»  Sym. Power Put Option:  Payoff . . pu(S) =
| 0 sonst
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Bemerkungen zu Power Optionen

Fur den Exponenten gilt die Einschrankung a> 0.

FUr a=1 entsprechen sowohl die asymmetrischen als auch die symmetrischen
Power Optionen den entsprechenden Plain Vanilla Optionen.

Eingesetzt wird eine (a)symmetrische Call [bzw. Put] Option z.B. dann, wenn
der Kaufer die Meinung vertritt, dass der Marktpreis des Underlyings in Zukunft
stark steigen [bzw. fallen] wird.

Wenn der Kaufer der Meinung ist, dass der Marktpreis des Underlyings in
Zukunft moderat oder nur gering steigen wird, so wird er nicht in eine Power
Call Option investieren sondern z.B. in eine Plain Vanilla Call Option oder eine
binare Call Option. (Put analog)

|.a. wir der Kaufpreis einer Power Call Option hoher sein als die Kaufpreise der
vergleichbaren Plain Vanilla oder binaren Call Optionen. (Put analog)
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Beispiel 5: Wert einer asym. Power Call Option (1)

Mittels Auszahlungsprofil und Mastergleichung kann man den Wert einer
asymmetrischen Power Call Option bestimmen.

~

Alternativ: Variablentransformation S — S =S5 und Benutzung der bekannten

Losung fur eine Plain Vanilla Call Option

Es folgt:
2 2
s =q59 59 Z :a(a—l)Sa—K+a2 597
0S N 0S 0S 0S’

Mit den Variablen S und t folgt aus der Black-Scholes Gleichung:

2
aa—V+%0’2 o’ S’ ajz +a’(%02(a—1)+era—K—rV =0 .
t oS oS

- J
~7

3
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Beispiel 5: Wert einer asym. Power Call Option (2)

Fur b = r - D entspricht die letzte Gleichung der Black-Scholes Gleichung bei
Berucksichtigung einer stetigen Dividendenrendite. Reskalierung des Strikes

~

mittels K — K =K“ liefert das Auszahlungsprofil max(§—]?,0) :

In den Variablen S und ¢ lautet dann die Losung:

VASym. PowerCall(§9 ZL) - § e‘(’”_b)(T_Z) CD(CZ) _IZ e"”(T_t) CD(C?Z) m|t

logS~+(b+;52j(T—t) logSN+(b—;52)(T—t)

d K und 4, = K
GNT -1 ’ GNT -1

d, =

Rucktransformation auf die Variablen S und ¢ liefert als ...
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Beispiel 5: Wert einer asym. Power Call Option (3)

... Wert einer asym. Power Call Option:

2

pa—ﬂruﬂa—ﬂi;}@?ﬁ

VAsym. Power Call cb(gl) - Ka e—r(T—t) Cb(giz) m|t

logS+(r+(a’—lj02}(T—t) logS+(r—102j(T—t)
K 2 ~ K 2
und d, = :

o~\NT —t o~NT —t

(S,t)=8%¢

d =
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Beispiel 5: Wert einer asym. Power Call Option (4)

Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

VAsym. Power Call

2000

1600

— Payoff

—1/3 year to expiry
——2/3 year to expiry
—— 1 year to expiry

—_

W~ Q0 )

- - -

-] - -
| |

-

10

40
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Beispiel 6: Wert einer asym. Power Put Option (1)

Analog erhalt man fur den Wert einer asym. Power Put Option:

2

(a-l)rm(a-l)ﬂ(r-t)

VASym. Power Put (S9 t) = _Sa e{ (D(_gl) + Ka e_’”(T_t) (D(_g;)
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Beispiel 6: Wert einer asym. Power Put Option (2)

Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

VAsym. Power Put

500

— Payoff
—1/3 year to expiry

400
300 -
200
100

——2/3 year to expiry

—— 1 year to expiry
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Beispiel 7: Wert einer Straddle Option (1)

Das Auszahlungsprofil einer Straddle Option ist gegeben durch
Payoff(S) = |S — K],
wobei K der Strikepreis der Option ist.
Eine Long Straddle Option entspricht also jeweils einer Long Call Option und einer
Long Put Option zum gleichen Strikepreis K:
Viiadatle S5 K) =V (8,6, K) + 1V, (S, 1K)

Definition:

Die Zerlegung eines Finanzderivats in seine Grundbausteine nennt man Stripping.
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Beispiel 7: Wert einer Straddle Option (2)

25

: pd
10 //
5 // :f?i‘;f;r to expiry |

——2/3 year to expiry

VStraddle

—— 1 year to expiry

O \ ! \
0 10 20 30 40
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Bemerkungen zur Bewertung von Straddle Optionen

Bemerkungen:

« to straddle: rittlings sitzen, mit gespreizten Beinen sitzen

 Eine Straddle Option wird i.a. ,am Geld“ gekauft, d.h. zum Zeitpunkt des Kaufes
befindet sich der aktuelle Marktpreis des Underlyings in der Nahe des Strike-
preises.

Eingesetzt wird eine Straddle Option z.B. dann, wenn der Kaufer die Meinung
vertritt, dass sich der Marktpreis des Underlyings in Zukunft vom aktuellen Kurs
entweder nach oben oder nach unten entfernt.

Beispiel:
Kursanderung einer Aktie im Anschluss an eine Pressekonferenz (mit vorher
ungewissen Inhalten) der Aktiengesellschaft.
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Beispiel 8: Wert einer Butterfly Spread Option (1)

Das Auszahlungsprofil einer Butterfly Spread Option ist gegeben durch
(s-K, falls SO[K,.K,|
(S)=1{K,-S falls SO[K,.K,] .

0 sonst

Payoff,

Butterfly Spread

\

Eine Butterfly Spread Option wird also durch drei Strikepreise K, K, und K,

charakterisiert.

Stripping:

Eine Long Butterfly Spread Option entspricht also einer Long Call Option mit
Strikepreis K, , zwei Short Call Optionen mit dem gleichen Strikepreis K, und einer
Long Call Option mit Strikepreis K;:

V ety spread (S5 15 K13 K K3) = Ve (S 15K,) =2V (8,15 K,) + Ve (S, 1K)
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Beispiel 8: Wert einer Butterfly Spread Option (2)

— Payoff

5 —1/3 year to expiry
/\ —2/3 year to expiry

—— 1 year to expiry

VButterﬂy Spread
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Bem. zur Bewertung von Butterfly Spread Optionen

Bemerkunag:

«  Eingesetzt wird eine Straddle Option z.B. dann, wenn der Kaufer die Meinung
vertritt, dass sich der zukunftige Marktpreis des Underlyings in der Nahe des
Strikepreises K, befindet. Haufig entspricht dieser Preis dem aktuellen Preis.
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Ausgangslage

Ziel:
Gesucht ist eine Losung der Black-Scholes Gleichung
2
a—V+lUZS2 y Z +rSa—V—rV =0
or 2 0S 0S

fur amerikanische Optionen oder Bermuda Optionen (oder europaische Optionen).
Bei Ausubung mogen diese Optionen das Auszahlungsprofil

Payoff(S()) = V(S(£),1)

besitzen.

Problem:
l.a. kann diese Losung (aulder fur (einige) europaische Optionen) analytisch nicht
bestimmt werden.

Losung: Benutzung numerischer Losungsmethoden

© 2002 d-fine All rights reserved. 96



/f—[ ne Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

ldee des Binomialbaum Ansatzes

ldee:

Zur numerischen Losung der Black-Scholes Gleichung benutze man, dass man
die geometrische Brownsche Bewegung als Grenzwert des geometrischen
Random Walks fur Zeitschritte At - 0 darstellen kann (siehe Kapitel 3).

Betrachte einen Binomialschritt:

S, bezeichnet den Wert des Underlyings S
zur Zeit ¢, S, (mit Wahrscheinlichkeit ) V2
und S, (mit p = 1 - ¢) bezeichnen die p 2
beiden moglichen Werte zur Zeit ¢ + At S,

VO

V, bezeichnet den Wert der Option
zur Zeit ¢, V, und V, bezeichnen die 1 S
beiden moglichen Werte zur Zeit ¢ + At v,
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Konstruktion eines Hedge Portfolios

Konstruiere ein Hedge Portfolio, bestehend dem A-fachen des Underlyings (Long
Position) und einer Short Position bzgl. der Option, d.h.

M,=AS,-V, zurZeitt. (23)

Zur Zeit t + At gilt dann
M, =AS, - V, mit Wahrscheinlichkeit g

(24)
1, =AS, - V, mit Wahrscheinlichkeit p

Damit das Hedge Portfolio von ¢ — ¢+ At risikolos ist, muss A so gewahlt werden,
dass 1, =T1, gilt.

V,—V

25
5=, (29)

= A=

oV
Bemerkung: Fur Ar - 0 geht (25) Uber in . d.h. in das A aus der Herleitung
der Black-Scholes Gleichung.
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Die risikoneutrale Wahrscheinlichkeit (1)

Ferner folgt aus der Forderung nach Risikofreiheit des Portfolios von ¢ — ¢+ At,

daSS erAtrIO — I—I1 — I—|2 (26)
gelten muss.
SV,=8,V,
Aus (24) - (26) folgt ¢ %M, =12 —2"1L
S, =5,
Einsetzen von (23): |V, =e" ' (pV, +(1-7)V,) (27)
rit
mit 5= D05 (28)
S, =5,

Bemerkung: Das No-Arbitrage Argument liefert S, <e® S, < .S, . Daher folgt
0<p<l,

d.h. p kann als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden.
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Die risikoneutrale Wahrscheinlichkeit (2)

Interpretation des Zwischenergebnisses:

Das Ergebnis ¥, =¢™"* (¥, +(1-5)¥,)mit 0< p <1 kann man derart interpretie-
ren, dass der heutige Wert der Option dem abgezinsten Erwartungswertes des
zukunftigen Optionswertes entsprache, wenn sich die Werte des Underlyings (und
damit auch die der Option) mit der Wahrscheinlichkeit p anstelle von p entwickeln
wurden.

Definition:
Da p Uber die Forderung nach einem risikolosen Portfolio ermittelt wurde, wird p
auch als risikoneutrale Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Es qilt (s. unten): p>p
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Die risikoneutrale Wahrscheinlichkeit (3)

Von der Uberleitung des geom. Random Walks in die geom. Brownsche Bewegung
wissen wir, dass fur die Wertveranderung des Underlyings wahrend eines Zeit-

schrittes
S, =e?Big S =e TS (29)

und e,qu _e—O'\/E ( )

P=— -~ 30
gelten. gTVA — TR
Einsetzen von (29) in (28) liefert

erAt _e—J\/E

P= olai _golns (31
Bemerkungen:
« l.a.ist der zu einem (risikobehafteten) Underlying gehorende Drift @7 grofRer als

die risikolose Zinsrate ». Somit folgt aus (30) und (31), dass p > p gilt.

«  Aus dem Vergleich von (30) und (31) wird die Bezeichnung von p als
risikoneutrale Wahrscheinlichkeit noch klarer.
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Die Binomialbaum Methode

Vorgehen zur Bestimmung von V(S(¢).r):

(i) Unterteile T - ¢in N aquidistante Zeitschritte der Lange A¢, d.h. T-t=N At .

(i) Berechne auf dem Binomialbaum mittels Gl. (29) die Wertentwicklung des
Underlyings fur die Zeitpunkte ¢+ At, t + 2A¢, ..., t + NAt =T .

(iii) Berechne zur Zeit T die durch das Auszahlungsprofil bekannten Werte von V fur
die erforderlichen N + 1 Werte des Underlyings, d.h. far

eV oVRig(y), WRANBIg(r) W AeBIg(r) . eV OVBIS(r) .

(iv) Berechne mittels Gl. (27) und (31) in rUckwartiger Zeitrichtung die Options-
preise sukzessive fur T - At, T - 2A¢,..., T - NAt = t, um schlieBlich V(S(¢),f) zu
erhalten.
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Visualisierung der Binomialbaum Methode (1)

eN”mS(t)
e
e(N l)a«/KtS(t)
N
e(N z)aJKtS(t) e(N 2)UWS( )
N e
75 (e) Wb g ()
-~ N
™™ 5(r) B g ;) B g ;)
VAN
S(t) S(e)
N~ 7 .
e s (,) o (V40081 () o (V408 (1)
N ~ -
o wFS( ) e_(N_3)ng(t)
e ~N
e (v 2)0@50) e -(N- 2)UWS()
~N e
e—(N—l)m/ES(t)
N
e NUrS()
—t— - —t—
t t+0t 20 W T-20 T-DN¢ T

= vl s().7)

V(e(N‘ZWK’ S(t), T)

V(e(N"‘)"m S(t),T)

V(e‘(N“"”m S(t),T)

V(e'(N'z)”mS(t),T)

V(e'N”*@ S(t),T)
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Visualisierung der Binomialbaum Methode (2)

V(e S(0), T)

V(..,T -0

V(.aT=200)] |y e gy, 1)

V(..,T -0

V(T =200 @99 50, 1)

V(S(0),1)

V(T =280 e 97 5(p),T)

V(.. T-Ar)

V(.. T=200)] |y (e W20 g )

V(...,T -t

V(e S(@1),T)

t t+At t+20¢ ooe T-20t  T-At T
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Anwendung der Binomialbaum Methode (1)

Um die Binomialbaum Methode zu testen, berechnen wir einen bekannten, d.h.
analytisch exakt bestimmbaren Optionswert.

Betrachte:

Optionstyp: Plain Vanilla Call Option (Long)
Ausubungsart: europaisch

Volatilitat: 40%

risikofreier Zinssatz: 5%

Spotpreis: 20

Strikepreis: 20

Restlaufzeit: 1 Jahr

= exakter Wert der Option nach Black-Scholes: 3,6045903

Die numerischen Werte sind ...
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Anwendung der Binomialbaum Methode (2)

volatility 0,4000 time step 0,1429
r.n. int. rate 0,0500 up step 1,1632
initial spot 20,0000 down step 0,8597
strike 20,0000 r.n. prob 0,4859
expiry 1,0000 discount 1,0072
time steps 7 num. value 3,7110
B.-S. value 3,6046
run sim
57,6294
37,6294
49,5433
29,6856
42,5918 42,5918
22,8755 22,5918
36,6156 36,6156
17,0397 16,7580
31,4780 31,4780 31,4780
12,2319 11,7617 11,4780
27,0613 27,0613 27,0613
8,4752 7,8585 7,2036
23,2643 23,2643 23,2643 23,2643
5,6876 5,0429 4,2791 3,2643
Spot price 20,0000 20,0000 20,0000 20,0000
Option price 3,7110 3,1323 2,4522 1,5748
17,1938 17,1938 17,1938 17,1938
1,8946 1,3701 0,7597 0,0000
14,7813 14,7813 14,7813
0,7512 0,3665 0,0000
12,7073 12,7073 12,7073
0,1768 0,0000 0,0000
10,9243 10,9243
0,0000 0,0000
9,3915 9,3915
0,0000 0,0000
8,0737
0,0000
6,9409
0,0000
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Anwendung der Binomialbaum Methode (3)

4,50

4,25

—e— bmomual tree

—— B.-S. value

3,25

3,00

10 20 30 40 50

# timesteps
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Bemerkungen zur Binomialbaum Methode

Das Ergebnis wird mit zunehmender Anzahl Iterationsschritten genauer.

ABER:
Durch die Art der Diskretisierung oszillieren die numerischen Werte um den

exakten Wert.

Verbesserunag:

Mittelwertbildung der numerischen Ergebnisse, d.h.

v (i):%(V (i)+v. (i-1)) fur i=2,...,N.

num., average num.
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Verbesserte Binomialbaum Methode

3,80 T

3,70 -
g —e— av. binomial tree
> —— B.-S. value

3,60 |

3,50 \ \ T T

0 10 20 30 40 50
# timesteps
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Berucksichtigung fruhzeitiger Ausubung

In der bisherigen Diskussion wurden nur europaische Optionstypen betrachtet. Fur
amerikanischen Optionen oder Bermudaoptionen muss zusatzlich das Recht auf
fruhzeitige Austbung berucksichtigt werden. Dies geschieht durch eine Modifi-
kation von Schritt (iv) der Binomialbaum Methode:

(iv’) Berechne mittels
V, = max{ e b (ijz + (1 - 1’3) Vl), Payoff(S0 )} (27)
und Gleichung (31) in rickwartiger Zeitrichtung die Optionspreise sukzessive
fUr T- At, T- 204, ..., T - NAt = t, um schliel3lich V(S(7),7) zu erhalten.

M.a.W.:

Um Arbitrage zu verhindern, muss zu jedem Zeitpunkt, an dem eine vorzeitige Aus-
ubung erlaubt ist, der ,europaisch” berechnete Wert der Option verglichen werden
mit dem Erlos, der bei sofortiger Ausubung bzgl. dem zu diesem Zeitpunkt berech-
neten Preis des Underlyings erzielt werden konnte.
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Diskretrisierung einer Ableitung erster Ordnung (1)

Die (oder besser: eine mogliche) Definition der partiellen Ableitung ist gegeben
durch
0f(v.y) _ o S+ y)-flay)

Ox Ax -0 Ax

FUr numerische Rechnungen in diskreter Zeit wird daher die Ableitung durch den
Differenzenquotienten ersetzt:

Zeit kontinuierlich - Zeit diskret

of (v.y) flx+ix,y)-f(xy)

e e S

Ox Ax

Die Grof3enordnung des Diskretisierungsfehlers erhalt man Uber den Satz von
Taylor:

)= 7o) a2 ofay)

N of (x,y) _ f(x+Ax,y)-f(x,y)+O(Ax)
Ox Ax
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Diskretrisierung einer Ableitung erster Ordnung (2)

Mit denselben Argumenten folgt
of (x,y) _ flw,y)= flx -2, y) +O(Ay) .

Ox Ax

Der arithmetische Mittelwert aus beiden Approximationen gibt
of (x,y) _ flx+Ax,y)-flx—NOx,y) +0((ax))

0x 2A\x
wobei die GroRenordnung des Fehlers wiederum aus dem Satz von Taylor folgt.
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Diskretrisierung einer Ableitung erster Ordnung (3)

Definition:

Die Approximation von 6fgx,y) durch
X

flx+ax,y)= f(x,»)
Ax

heild3t Vorwartsdifferenz.

[, y)=flx=0x,y)
Ax

heildt Ruckwartsdifferenz.

[ +0x,y) = flx—0x, )
2Ax

heildt zentrale Differenz.
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Diskretrisierung einer Ableitung erster Ordnung (4)

4 r(xy)

zentrale Differenz

Vorwartsdifferenz

Ruckwartsdifferenz
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Diskretrisierung einer Ableitung zweiter Ordnung

Analog zur Diskretisierung der partiellen Ableitung erster Ordnung folgt fur die
partielle Ableitung zweiter Ordnung
0" floy) _ S+ B y)=2f boy)+ Flr=Bey) | of(n,))

0x’ (Ax)
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ldee der Finiten Differenzen Methoden

ldee:

Der Losung einer partiellen DGL mittels finiten Differenzen liegt die ldee zugrunde,
die Differential- in eine Differenzengleichung zu transformieren.

. Dazu werden die Definitionsbereiche samtlicher Variablen diskretisiert, so dass
jede Variable nur noch auf einem Raster von in der Regel aquidistanten Ab-
standen existiert.

Losungen zu Variablen-n-tupeln (Black-Scholes DGL: Variablenpaaren), die
nicht auf diesem Gitter definiert sind, erhalt man durch n-dimensionale Inter-
polation der diskreten Losungen.

Es muss sichergestellt werden, dass man den Einfluss der Diskretisierung auf
das Endergebnis abschatzen kann.
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Diskretisierung der Spotpreis- und Zeit-Achsen

Anwendung der finiten Differenzen Methode auf die Black-Scholes Differential-
gleichung:

Diskretisierung der Spotpreis-Achse:

Die B.-S. DGL muss fur 0 < .5 < oo gelost werden. Da dies auf einem endlichen
Gitter nicht moglich ist, schrankt man den Definitionsbereich von § ein auf
0<S5<S_..DabeimussS_  sogewahlt werden, dass es deutlich gro3er als der

max

Strikepreis K der betrachteten Optionist, S>> K.

7 “'max

S
Schlielich unterteilt man das Intervall [0, S__]in N Intervalle der Lange AS = % :

> “'max

Diskretisierung der Zeit-Achse:
Die B.-S. DGL muss von der Startzeit ¢ bis zur Verfallzeit T' gelost werden.

: . T
Man unterteilt man das Intervall [z, T'] in M Intervalle der Lange Ar = Y

Bezeichnung:
vr=v(kAS,t+mAt) furk=0,,...,N und m=01,....M
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Das Finite Differenzen Gitter

m
Vk
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Bilineare Interpolation (1)

S A
V, v,
Sb -+ & O
A3 Al
S =+ -
V(S,t)
A, A,
Sa T O @
V, v,
} } i >
ta 4 tb t
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Bilineare Interpolation (2)

Die bilineare Interpolation entspricht einer zweimaligen Anwendung der linearen
Interpolation.

Bekanntsind V, =V(S.,t.), V, =V(S,.t,), V.=V (S,.1,), V,=V(S,,t.) .
Gesuchtist 7(S,7) mit S, <S<S, und ¢, <t<t, .

1. Schritt: Interpolation in ~Richtung
v.=v(s,,i)=V, + (f‘fa)(V3 V)= (=1, )V=(t-1,)%,

tb _ta ZLb _ta
analog:
V6 = V(Sb,t): (t_ta)lf :ft_tb)V4
b a
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Bilineare Interpolation (3)

2. Schritt: Interpolation in S-Richtung

(S‘Sa)(V6 v)= (S-5,)V = (s-5,)7
S - S -

a

V(s )=V, +
(S, =)t =)V +(S =S, )t =2, )V, +(S, =)t =, )V: +(S = 8,) (1, =1) V/,
(Sb _Sa)(tb _ta)

Erhalte als Ergebnis
4

AV

/(s.)= 2=t

4
=171

d.h. analog zur eindimensionalen Interpolation entspricht das Ergebnis der zwei-

dimensionalen Interpolation einem gewichteten Mittelwert. Dabei entsprechen die

Gewichte den Flachenanteilen.
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Diskretisierung der B.-S. DGL mittels expliziter Finiter
Differenzen Methode (1)

In der Black-Scholes Gleichung

a_V+10'252 5
or 2 0S

werden bei der expliziten Methode die drei partiellen Ableitungen wie folgt ersetzt:

2
0 V+rSa—V—rV=O
oS

1) a_V(kAS,HmAt) _VkAS, i +mbr) -V (kAS, 1 +(m-1)At) |

ot At

T o)
At

d.h. die zeitliche Ableitung wird durch eine Ruckwartsdifferenz approximiert.

O(Ar)
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Diskretisierung der B.-S. DGL mittels expliziter Finiter
Differenzen Methode (2)

2) a_V(kAS,HmAt) _ V((k+1)AS,t+mAt)—V((k—1)AS,t+mAt)+O((AS)2)
N 2 AS
— ani1 _anil 2
s 0f(asy)

d.h. die erste Ableitung nach dem Spotpreis wird durch eine zentrale Differenz

approximiert.

3.) Analog approximiert man die zweite Ableitung nach dem Spotpreis durch

2 m m m
aSZ (k AS,Z“FmAt): Vkﬂ (ZAZ{)Z-I-Vk‘l +O((AS)2) .
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Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Diskretisierung der B.-S. DGL mittels expliziter Finiter
Differenzen Methode (3)

Unter Vernachlassigung der Terme hoherer Ordnung folgt aus der Black-Scholes
Gleichung durch Einsetzen von 1.) - 3.)

vyt
At

Umformung liefert:

2 an11 _ZVkm + an11

anfd -V,

+502(k AS)

+rk AS Ly =0

(bs) as
VT = AV BV VY (33)
mit 4, = %(azk2 —rk) (34 a)
B, =1-Milo’k* +7) (34 b)
C, = % (02> + k) (34 c)

fur m=1.....M
und k=0,1,...,.N-1(, N)

\/V

Spezialfalle
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Die explizite Finite Differenzen Methode

Der Optionswert
an dieser Stelle...

AN s

N

—\

...wird berechnet |

durch die Opt.-
werte an diesen
Stellen. -

N
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Spezialfalle der Diskretisierung der B.-S. DGL mittels
expliziter Finiter Differenzen Methode (1)

Fall1: k=0

Die Berechnungsvorschrift lautet in diesem Fall V" =4, V" + B, V" +C, V" .
Der Wert V! liegt auBerhalb des durch die Diskretisierung vorgegebenen Defi-
nitionsbereiches. Da jedoch 4, =0 gilt, muss die Berechnungsvorschrift fir £ =0
nicht modifiziert werden.

Konsistenzcheck:
Mit B, =1-r At und C, =0 folgt V" =(1-r A1) V" .

m __ yyrm-l
= il -rVy" =0
At

Andererseits lautet die B.-S. DGL fiir S = 0: aa—V—rV =0 \/
{

© 2002 d-fine All rights reserved. 127



/ﬁ ne Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Spezialfalle der Diskretisierung der B.-S. DGL mittels
expliziter Finiter Differenzen Methode (2)

Fall2: k=N

Die Berechnungsvorschrift lautet jetzt V' =4, Vo, +B, V' +C, V., .

In diesem Fall liegt der Wert V7, aulBerhalb des durch die Diskretisierung vorgege-
benen Definitionsbereiches.

Losung:
Die Wahl von N war derart, dass NAS=S_. >> K ist. Man benutze daher das

bekannte Verhalten des Optionswertes fur § - .

2

v
Z.B. qilt fur viele Optionen =0 . (Gegenbeispiel: Power Optionen
aS°
S oo - liefern andere Bedingung)
. Vi, =2V7>+V.>
Ubertragung auf das Gitter liefert —— (ASN)Z N1 =0 .

= Vin =2Vy =V,

© 2002 d-fine All rights reserved. 128



AIne

Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Spezialfalle der Diskretisierung der B.-S. DGL mittels
expliziter Finiter Differenzen Methode (3)

Einsetzen in die Berechnungsvorschrift liefert
vtz A Ve BV +C, (v -v)
— Vz\’/n_l = (AN _CN) Vo t (BN + 2CN) Vy

Als Endergebnis folgt:

Vi = A VL BT

mit A4, =-rAtN
Bl =1+rNt(N-1)

(39)

(36 a)
(36 b)
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Das Stabilitatskriterium

Bei der numerischen Losung der B.-S. DGL mit Hilfe der expliziten finiten Differen-
zen Methode zeigt sich, dass das Losungsverfahren numerisch instabil wird, falls
einer der Koeffizienten 5, <0 wird.

Anschauliche Begrundunag:

M A
Falls r =0 git, folgt 4, =5-0°K’, B, S1-M0°K’, €, Eéazkz .

Zusammen mit der Berechnungsvorschrift V,"" =4, V", + B, V," +C, V[, folgt,
dass man die Koeffizienten als Wahrscheinlichkeiten innerhalb eines Trinomial-
modells auffassen kann.

Da die B, fur wachsendes & monoton fallen, reicht es aus, fur einen numerisch
stabilen Algorithmus zu fordern, dass B,,, > 0 gilt.

Stabilitatskriterium:
Die Unterteilung des Gitters (also M und N) muss so gewahlt sein, dass

1
At < (37)
gilt. a’(N-1)
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Berucksichtigung fruhzeitiger Ausubung

Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Analog zur Binomialbaum Methode wird auch bei der expliziten Finite Differenzen

Methode das Recht auf fruhzeitige Austbung durch eine Modifikation der Berech-
nungsvorschrift bertcksichtigt:

vt =max{ 4, V7, + B, V" +C, V", Payoft(k AS)}  (33)
und

ot =max{ AT v+ BD v Payoff(N AS)} (35
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Die explizite Finite Differenzen Methode

Zusammenfassung: Die explizite Finite Differenzen Methode

(i) LegeeinS_. >> K fest. Unterteile [0, S

L | IN N aquidistante Preisschritte der
Lange AS, d.h. S, =NAS.

(i) Unterteile [¢, T ] in M aquidistante Zeitschritte der Lange Ar, d.h. T-t=M At , so
dass das Stabilitatskriterium GI. (37) erfullt ist.

(i) Berechne zur Zeit T die durch das Auszahlungsprofil bekannten Werte von V"
fur die auf dem Gitter definierten N + I Werte des Underlyings, also fur
k=0,1,...,N.

(iv) Berechne mittels Gl. (33) bis (36) (fur europaische Optionen) bzw. (33), (34),
(357) und (36) (fur amerikanische Optionen oder Bermuda Optionen) in ruck-
wartiger Zeitrichtung die Optionspreise V," sukzessive fir T- At, T - 2/t ...,
T'-NANte=¢t,dh.furm=M-1,M-2,...,1,0und firalle k=0,1, ..., N.
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Genauigkeit der expliziten Finiten Differenzen
Methode (1)

Um die Auswirkungen der Diskretisierungsfehler O(At, (AS)z) auf die mit Hilfe der
expliziten Finiten Differenzen Methode erzielten Ergebnisse zu testen, berechnen
wir bekannte, d.h. analytisch exakt bestimmbare Optionswerte, und vergleichen
diese mit den numerisch bestimmten Werten.

Betrachte:

Optionstyp: Plain Vanilla Call Option (Long)
Ausubungsart: europaisch

Volatilitat: 40%

risikofreier Zinssatz: 5%

Spotpreis: 0 - 40 (far Algorithmus: S, = 100)
Strikepreis: 20

Restlaufzeit: 1 Jahr

Die Absolutwerte der relativen Abweichungen Vo v.catmm, ™ Ve.v.catlanal sind far
VP, V.Call, anal. 2 09005 see VP.V. Call, anal.
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Genauigkeit der expliziten Finiten Differenzen
Methode (2)

1,0E-01

1,0E-02 -

1,0E-03 -

1,0E-04

1,0E-06 \

0 5 10 15 20 25 30 35 40
S

rel. abs. error
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Vor- und Nachteile der expliziten Finiten Differenzen
Methode

Vorteile:

Die explizite Finite Differenzen Methode ist einfach umsetzbar, d.h. einfach zu
programmieren.

Sobald die Methode numerisch instabil wird, ist dies anhand der Werte
offensichtlich.

Man erhalt V(S,¢) bei einer Gitterberechnung fur alle Werte in [t,T] X[O, Smax] :

oV 4

Die im Risikomanagement wichtigen Sensitivitaten A=— [ = e und

O= 6_V konnen sehr leicht berechnet werden.
ot

Nachteil:

Aufgrund des Stabilitatskriteriums ist eine sehr feine Untergliederung der
Zeitachse erforderlich. Die explizite Finite Differenzen Methode kann daher
langsamer als andere Verfahren sein.
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Europaische vs. amerikanische Optionen

Als einfache Anwendung der expliziten Finiten Differenzen Methode werden Plain
Vanilla Call und Put Optionen mit amerikanischer Austibung berechnet und mit den
(analytisch exakt berechenbaren) Werten fur die analogen Optionen europaischer
Auspragung verglichen.

Betrachte:

Optionstyp:

Ausubungsart:

Volatilitat:

risikofreier Zinssatz:

Spotpreis:
Strikepreis:
Restlaufzeit:

Beispiel 1: Plain Vanilla Call Option (Long)
Beispiel 2: Plain Vanilla Put Option (Long)

amerikanisch und europaisch

40%

5%

0 - 40 (far Algorithmus: S . = 100)
20

1 Jahr
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Beispiel 1: Plain Vanilla Call Option (europ. / amer.)

Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Vr.v.cal

25

20

15

10

—— Payoff

europ. = amer.

/

e

s

=

25 30 35 40
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Beispiel 2: Plain Vanilla Put Option (europ. / amer.)

25

—— Payoff
20 —— europ.

\ = amer.
15

E’ \
>
£ 1
5
0 | | | | S E—
0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Diskretisierung der B.-S. DGL mittels impliziter Finiter
Differenzen Methode (1)

Der Ansatz zur Losung der Black-Scholes Gleichung

2
a—V+102S2 g Z +rSa—V—rV =0
or 2 0S 0S
mit Hilfe der impliziten Methode unterscheidet sich nur in einem einzigen Punkt von

dem Ansatz der expliziten Methode:

Wahrend die Ableitungen nach dem Spotpreis durch dieselben Differenzen wie bei
der expliziten Methode ersetzt werden, wird die zeitliche Ableitung bei der impli-
ziten Methode durch eine Vorwartsdifferenz approximiert.

© 2002 d-fine All rights reserved. 139



/ﬁ ne Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Diskretisierung der B.-S. DGL mittels impliziter Finiter
Differenzen Methode (2)

Wir betrachten im folgenden als Ausgangspunkt (k AS, ¢ + (m -1) Ar) [statt wie im
expliziten Fall (k AS, ¢t + m Ar) . Dann gelten:

v yr—-yrt
1) — -1 =& K
) o oS, e+ (m-1)ar) ==

+0(Ar)

a_V _ — angl B anzl_l 2
2) SC(Ras.erm-1)ar)= 0 +0((as))

0V Vo =2ar v
8 S ksslrma)=" ST ofasy).
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Diskretisierung der B.-S. DGL mittels impliziter Finiter
Differenzen Methode (3)

Analog zur expliziten Methode folgt wiederum durch Einsetzen von 1.) - 3.) in die
Black-Scholes Gleichung unter Vernachlassigung der Terme hoherer Ordnung

m __ yyrm-l m=1 __ m=1 + m=1 m=1 _ yrm-1
el g easy Ve 2 ey ag Ve The i peiog (38)
At (As)
Umformung liefert: a V' +b V" +c V] =V (39)
mit a, = -%(azkz ~ k) (40 a)
b =1+0iok? +7) (40 b)
At
c, =— ( ’k? +rk) (40 c)

fuor m=1,... M
und k=1, ,N l;
SpeZ|aIfaIIe k=0, N
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Die implizite Methode

Berechnung der
Optionswerte an
diesen Stellen...

A \'
S \o o\
¢ ...aus dem
Opt.-wert an
dieser Stelle.
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Spezialfalle der Diskretisierung der B.-S. DGL mittels
impliziter Finiter Differenzen Methode (1)

Fall1: k=0

Die Berechnungsvorschrift lautet in diesem Fall a, Vi~ +b, V,"" +¢c, V" =V" .
Der Wert V""" liegt auBBerhalb des durch die Diskretisierung vorgegebenen Defi-
nitionsbereiches. Da jedoch a, =0 gilt, muss wie im expliziten Fall die Berech-
nungsvorschrift fur £ = 0 nicht modifiziert werden.

Fall2: k=N

Die Berechnungsvorschrift lautet jetzt a, Va, +by Vi~ +cy Vi =V .

In diesem Fall liegt der Wert Vijf aullerhalb des durch die Diskretisierung vorgege-
benen Definitionsbereiches.

Analog zur expliziten Methode benutze man wieder das bekannte Verhalten des
Optionswertes fir S — o, also z.B. V7' =217 =y | falls fir die Option
0’V
2
A

=0 gilt.
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Spezialfalle der Diskretisierung der B.-S. DGL mittels
impliziter Finiter Differenzen Methode (2)

Analog zur expliziten Methode folgt auch hier als Ergebnis

ay Vis +by V™ =1y (41)

mit ay,=rAtN (42 a)
bl=1-rN(N-1) | (42b)
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Vergleich: Explizite vs. implizite Losung

Die explizite Finite Differenzen Methode:

Bei der expliziten Losung haben wir mit Hilfe der Gleichungen (33) und (35) die
Moglichkeit, aus drei zu einer spateren Zeit t + m At bekannten Optionswerten [bzgl.
der Spotpreise (k- 1) AS, kK AS und (k + 1) AS] den Wert zum Spotpreis k£ AS zu der
friheren Zeit ¢ + (m -1) At direkt (,explizit”) zu berechnen.

Die implizite Finite Differenzen Methode:

Bei der impliziten Losung konnen wir mittels der Gleichungen (39) und (41) nicht
direkt von dem bekannten Optionswert zum Spotpreis k£ AS und zur Zeit ¢t + m At
auf die drei Werte zu den Spotpreisen (k- 1) AS, k AS und (k+ 1) AS zur friheren
Zeit t + (m -1) At schlie3en.

Stattdessen stellen die Gleichungen (39) und (41) ein (N + 1)-dimensionales,
lineares Gleichungssystem dar, dessen Losung die gesuchten Optionswerte

vt

liefert (- ,implizit®).
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Das lineare Gleichungssystem der impliziten Finiten
Differenzen Methode

Zu losen ist das lineare Gleichungssystem

by, ¢, 0 0 V;)m_l vy
a b ¢ : Vlm_l "
0 : . 0 S I
Ay by cyy
0 0 ay by \vrt) (vr
fUI’WI:l,Z,...,M. N - v H_C_J H_>_J
= A =pymt =pn

Um V™™ = A" V™ zu berechnen, ist die Inversion der (N + 1)-dimensionalen
Matrix 4 erforderlich. Hierzu sind i.a. O((N+1)2) Rechenschritte erforderlich.

Bemerkung:
Die Matrix 4 ist unabhangig von dem Zeitindex m. Fur die M Zeitschritte muss
daher nur eine Inversion durchgefuhrt werden.
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Die LU-Zerlegung (1)

Da A4 eine Tridiagonalmatrix ist, d.h. da 4 nur auf der Haupt- und auf den beiden

Nebendiagonalen von Null verschiedene Eintrage hat, kann man sich der LU-

Zerlegung der Matrix 4 bedienen. Dabei wird 4 dargestellt als das Produkt einer

unteren (lower) und einer oberen (upper) Diagonalmatrix:

1 0 - -~ 0 d, u,
I 1 0 : 0 d,
A=LU mit L=0 [ . . :|lund U=|: 0
C 1o :
0 0 7, 1 0

Die Koeffizienten /,...,1,, u,,...,uy_ und d,,...,d, werden bestimmt tUber die

Gleichungen ...

0

U

0
0

dy, Uy,
0 d,
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Die LU-Zerlegung (2)

u, = c fur i=0,1,...,N -1

d, = b,

[ = ald_ furi=12,...,N (43)
d = b-lc_, furi=12,...,N

Um V™' zu berechnen, schreibe man das Gleichungssystem als

m-—1

ymoo= AV
=LUv"™!
Y
=W
und bestimme zunachst W aus
Vrn=LW

und anschlieRend V™" aus
w=Uvm! .
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Die LU-Zerlegung (3)

Durch die einfache Gestalt der Matrizen L und U folgt durch Vorwartssubstitution

W, =W
e = (44)
Wy =Vy —LWy
und durch Ruckwartssubstitution
Vel =w,/d,
m=1 _ prm-l
R :(WN-l ~tty,)/ dy 45)

Vom_1 = Vlm_l (Wo _uo)/ dy

Analog zu den anderen num. Methoden wird das Recht auf frUhzeitige Austibung
bei der impl. Fin. Diff. Methode durch eine Modifikation von (45) berucksichtigt.
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Die implizite Finite Differenzen Methode

Zusammenfassung: Die implizite Finite Differenzen Methode

(i) Legeein S . >> K fest. Unterteile [0, S, ] in N aquidistante Preisschritte der

Lange AS,d.h. S, =NAS.
(i) Unterteile [, T] in M aquidistante Zeitschritte der Lange Ar, d.h. T-t= M At

(iii)y Berechne zur Zeit T die durch das Auszahlungsprofil bekannten Werte von 7,
fur die auf dem Gitter definierten N + I Werte des Underlyings, also fur
k=0,1,...,N.

(iv) Berechne mittels Gl. (43) die Koeffizienten der Matrizen L und U.

(v) Berechne mittels Gl. (44) und (45) (fur amerikanische Optionen oder Bermuda
Optionen muss Gl. (45) entsprechend modifiziert werden) in riGckwartiger Zeit-
richtung die Optionspreise V," sukzessive fir T-At, T-2 At,..., T- NAt =t , d.h.
fuorm=M-1,M-2,...,1,0und furalle k=0, 1, ..., N.

© 2002 d-fine All rights reserved. 150



/ﬁ ne Stochastische Prozesse und Black-Scholes Gleichung

Vor- und Nachteile der impliziten ggu. der expliziten
Finiten Differenzen Methode

Vorteil:

« Die implizite Finite Differenzen Methode ist numerisch stabiler als die explizite
Finite Differenzen Methode.

Nachteil:

Die Programmierung der impliziten Finiten Differenzen Methode ist aufwendiger
als die Programmierung der expliziten Finiten Differenzen Methode.
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Diskretisierung der B.-S. DGL mittels Crank-Nicolson
Verfahren

Das Crank-Nicolson Verfahren entspricht einem ,Mittelwert” der expliziten und
impliziten Methoden. Mittelung der Gleichungen (32) und (38) liefert

Ve _Vkm_1 +102 (k AS)Z (l Vin =2V +VZ + 1 Vkiﬁl_l _ZVkm_l + anil_lj

At 2 (As) 2 (as)

|0 N B Al A 1 1 (46)
+rk AS| = k+1 k=1 4 = 7 kH k-1 — _Vkm _I__Vkm-l =0

2 2AS 2 2AS 2 2
Umformung liefert:
a V/:il_l + (2 +gk)Vkm_1 Y anil_l =—aq, V. + (2 _Ek)Vkm ¢ Vi (47)
mit b, = At(02k2 +r) (48)

und a,, ¢, gemafd Gl. (40 a) und (40 c).

Gl. (47) gilt (analog zu den expliziten und impliziten Methoden) fur m=1, ..., M
und k=1, ..., N-1. k=0, N sind wiederum Spezialfalle.
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Das Crank-Nicolson Verfahren
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Weiteres Vorgehen beim Crank-Nicolson Verfahren

Das weitere Vorgehen beim Crank-Nicolson Verfahren ist vollkommen analog zum
Vorgehen bei der impliziten Finiten Differenzen Methode:

 Behandlung der Spezialfalle £ =0, N:
- Wegen a, =0 gilt (47) auch fur k= 0.
- FUr £ = N benutze man wieder das bekannte Verhalten des Optionswertes fur
S - o alsoz.B. V. =2V =V, und V), =2V, =V, , falls fir die Option

*  Auch beim C.-N. Verfahren werden, ausgehend vom bekannten Auszahlungs-
profil der Option zur Zeit T, in rickwartiger Zeitrichtung die Optionspreise fur
T-At T-2A¢,..., T-NAr =t berechnet. Die rechte Seite von Gleichung (47) ist
daher bekannt. Die Berechnung von V,",V,"™,...,V ™" erfolgt wieder durch
Losung eines lin. Gl.-systems (- ,implizit“), z.B. wieder mittels LU-Zerlegung.

«  Die Berucksichtigung vorzeitiger Ausubung fur amerikanische Optionen oder
Bermuda Optionen folgt exakt der impliziten Methode.
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Vor- und Nachteile des Crank-Nicolson Verfahrens
Vorteile:

«  Alle Vorteile der impliziten Finiten Differenzen Methode sind auch beim Crank-
Nicolson Verfahren zu nennen.

 Man kann leicht zeigen, dass der Diskretisierungsfehler beim Crank-Nicolson
Verfahren von der Grofke O((At)z, (AS)Z) ist. Insbesondere ist der Fehler durch
die Diskretisierung der Zeitachse kleiner, wodurch das Crank-Nicolson
Verfahren schneller und/oder genauer ist als die implizite Finite Differenzen
Methode, die einen Diskretisierungsfehler der Grof3e O(Az‘, (AS)z) beinhaltet.

Nachteil:

« Das Crank-Nicolson Verfahren ist bei der Umsetzung das aufwendigste der
vorgestellten Verfahren.
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Vergleich der drei Finiten Differenzen Methoden (1)

Im folgenden werden die explizite und implizite Finite Differenzen Methoden sowie
das Crank-Nicolson Verfahren anhand eines analytisch exakt berechenbaren
Wertes miteinander verglichen.

Betrachte:

Optionstyp: Plain Vanilla Call Option (Long)
Ausubungsart: europaisch

Volatilitat: 20%

risikofreier Zinssatz: 5%

Strikepreis: 20

Spotpreis: “‘in-the-money”, also > 20

Restlaufzeit: 3 Monate
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Vergleich der drei Finiten Differenzen Methoden (2)

0.5

—4— Explicit mathod
—&- Fully implicit methad -5
—i— Crank-Nicolson method

{113 o

Log (45}

Figure 47,3 Log(Error) as a function of log(4S) for the three finite-difference schemes.

log ‘Error‘ = const. + 2 log(AS), also ‘Error‘ ~ (AS)2 fur alle drei Verfahren
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Vergleich der drei Finiten Differenzen Methoden (3)

[ ——e—p . | IR R T . _H_.
~4 -8 -7 -5 5 k
-1 -
—a— Explicit method -2
—— Fully implicit method
—d— Crank-Micolson method -3 4
-4 E
w0
-5 E
e g
_E J =
/ *
i -8
-0

Lag {&1)
Figure 47.4 Log{Errorn as a function of logiéi} for the three finite-difference schemes.
log |Error| = const. + log(Az), also [Error| ~ At fur die expl. und impl. Methode

log|Error| = const. +2 log(Az), also [Error| ~ (A¢)’ fiir das C.-N. Verfahren
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Weitere Verfahren

« Jacobi Verfahren: Iterative Losung der Matrix-Gleichungen (39) + (41) bzw.
(47) + (entsprechende ,k = N Gleichung®).

Gauld-Seidel Verfahren: Entspricht einem modifiziertem Jacobi Verfahren, bei
dem wahrend eines Iterationsschrittes bereits Informationen aus diesem
lterationsschritt berucksichtigt werden.

Sukzessives Overrelaxations (SOR) Verfahren: Modifikation des Gaul3-Seidel
Verfahrens, so dass das Konvergenzverhalten bei der Iteration verbessert wird
(beidseitige anstelle von einseitiger Konvergenz).

«  Douglas Verfahren: Durch Modifikation der Gewichtung der Gleichungen
(32) und (38) (siehe Gl. (46)) wird ein Diskretisierungsfehler der Grole

O((At)z, (As )4) erreicht.

Literatur z.B. P. Wilmott, Derivatives, John Wiley & Sons, Kapitel 47
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