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Wiederholung 1(2)

Definition:

Der Value at Risk (VaR) eines Portfolios von Finanzinstrumenten bezeichnet den
moglichen Verlust, um den sich der Wert des Portfolios innerhalb einer vorgege-
benen Zeitspanne (Liquidationsperiode) T -t (t = heute) mit einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit P (Konfidenzniveau) hochstens verringert.
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Wiederholung 2(2)

Das zentrale Element der Varianz-Kovarianz Methode ist die Kovarianzmatrix;

@ G L Go0

C L Cc =
C:ET K/I’Z o i/l’l mit ¢ =r, s;vDts D, (18)

Cl,n C2,n I— Cn,n 6

wobei r; ; die Korrelation zwischen dem i-ten und dem j-ten Risikofaktor
bezeichnet. FUr den VaR eines von n Risikofaktoren abhangigen Portfolios gilt

naherungsweise
aeflF

_SA_
rr r C}ﬂsl
VaRZ(S,Pa,t Dt)@a DCD mit D=¢ I = (19)
g'ﬂFS.
gﬂ? n-=—
e " g
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VaR Berechnung mittels Monte-Carlo Simulation 1(3)

Bei der Monte-Carlo Simulation ist wie bei der Varianz-Kovarianz Methode die
Kovarianzmatrix (18) von zentraler Bedeutung. Mit dieser werden Szenarien von
Veranderungen der Risikofaktoren simuliert, die mit der durch die Kovarianzmatrix
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit eintreten konnten. Bzgl. aller so erhaltenen
Szenarien wird jeweils der Portfoliowert berechnet (d.h. ,full valuation*). Der Value
at Risk ergibt sich dann aus der statistischen Auswertung der so simulierten
Portfoliowerte.

Bemerkung:
Da wir bei der MC Simulation die lineare Naherung nicht bendétigen, sind hier die
Korrelationen r; ; gegenuber (18) geringflgig anders definiert,

r.; =r(logS(T)- logS(t)logs, (T)- log S (1)) -

© 2005 d-fine All rights reserved. 7
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VaR Berechnung mittels Monte-Carlo Simulation 2(3)

Pro simuliertem Szenario sind also die folgenden Schritte durchzufthren:

8

Bei n Risikofaktoren sind n unkorrelierte, standardnormalverteilte Pseudo-
Zufallszahlen X; numerisch zu erzeugen.

Mittels Cholesky-Zerlegung der Kovarianzmatrix (18) werden aus den X, ..., X
Zufallszahlen Y, , ..., Y, erzeugt, die gemaf} der Kovarianzmatrix korreliert sind.

n

Analog zu Gl. (4) ist die Wertveranderung der Risikofaktoren S (t) unter den
simulierten Werten Y, gegeben durch

log S (T)- log S (t)=(m-s ?/2)Dt+Y,
p §(T)=s(t) e 2P fur i=1K,n . (20)

Analog zum Vorgehen bei der Historischen Simulation ist dann die volle
Wertveranderung des Portfolios

DF, = F(S(T).K,S,(T))- F(S(t) K. 8, (1)) - (21)

In Gl. (21) zahlt der Index k das simulierte Szenario ab.
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VaR Berechnung mittels Monte-Carlo Simulation 3(3)

Die soeben vorgestellte Simulation wird nun sehr oft durchgefihrt, d.h. k=1, ..., m

mit m= O(103 - 10%). Man erhalt so m simulierte Wertverdnderungen des Portfolios.
Analog zur historischen Simulation fordern wir wieder 0.B.d.A.

DF, £ DF, £EK £DF, £DF,,, EKE£DF,_, £DF, .

a+l

—— H_}
Anzahl=m(1- P) =VaR,

Wiederum ignoriere man zur Berechnung des VaR die unginstigsten m (1 - P)
Wertanderungen und bezeichne die Anzahl dieser weggelassenen Werte mit a. Dann

ist der VaR gegeben durch die ungunstigste Wertanderung des Portfolios, die grof3er
als DF ist, d.h.

Var, (S,P,t,Dt)= min{ DF, |DF, 2 DF, } . (22)

i=1,K,m

Beispiel: Bei 10000 gerechneten Szenarien und einem Konfidenzniveau von 95%
ist a = 500.
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Vor- und Nachteile der Monte-Carlo Simulation

Vorteile:

+

+

Fur die gangigsten Risikofaktoren stehen mit den Risk Metrics Daten von J.P.
Morgan sowohl Varianzen als auch Korrelationen zur Verfligung. Die VaR-

Berechnung wird somit sehr einfach.
Beispiel: Bei zwei Risikofaktoren werden nur 3 ,historische” Werte (zwei Varianzen und
eine Korrelation) zur VaR Berechnung bendtigt.

Es werden keine Naherungen benutzt.

Nachteile:

Das Verfahren hangt ab von der Annahme, dass sich die Risikofaktoren nach
einem geometrischen Random Walk bzw. einer geometrischen Brownschen
Bewegung verhalten.

p ,Fat-Tail“ Problematik

Die Monte-Carlo Simulation ist numerisch sehr aufwendig und daher sehr
zeitintensiv.

© 2005 d-fine  All rights reserved. 10
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Definition eines Copulas

Definition 1:

Ein zweidimensionales Copula ist eine Funktion C:: [O,l]' [O,l]® [O,l] mit folgenden
Eigenschaften:

1. Furalle u,vi [03]: C(u,0)=C(0,v)=0. (C heift"grounded")
2. Firalle u,vi [01]: C(ul)=u und C(Lv)=v.

3. Fur alle uy,u,,V,V, | [O,l] mit u £u, und v, £V, :

C(uz,vz)- C(uz,vl)- C(ul,v2)+C(u1,v1)3 0. (Cheld"2-increasing")

Im folgenden werden wir C kurz mit Copula bezeichnen.

© 2005 d-fine All rights reserved. 12



Beispiele einfacher Copulas

§ P(u,v)° uv Produkt Copula
Eigenschatft:
- P charakterisiert Unabhéangigkeit (siehe unten, Satz 4)
§ M (u,v)° min(u,v) Obere Frechet-Hoeffding Grenze

Eigenschatft: X
- Fur jedes Copula C und alle u,vl [O,l]: C(u,v)£ M (u,v)

§ W(u,v)° max(u +V- LO) Untere Frechet-Hoeffding Grenze

Eigenschatft: A
- Fur jedes Copula C und alle u,Vl [O,l]: W(u,v)£ C(u,v)

© 2005 d-fine All rights reserved.
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Beispiel: Produkt Copula

Clu,¥) 34

© 2005 d-fine All rights reserved.
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Beispiel: Obere Frechet-Hoeffding Grenze

(e, v) = min(uv. Q)

Clu,¥) 1%

© 2005 d-fine All rights reserved.
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Beispiel: Untere Fréchet-Hoeffding Grenze

C(i,v) = max(uv - 1,0)

Clu,¥) 0.4

© 2005 d-fine All rights reserved.
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Frank Copula

Das Frank Copula (eine 1-parametrige Familie von Copulas) ist definiert durch

Croy (U,V)O - qiloggﬁ (e-qu(é_i)_(el-qv - 1)§ with qT |- ¥,¥[\{o} .

Bemerkungen:

§  Croy(UV)%%4® M (u,v) = min(u,v)

§  Cpooy(uVv)%959:® W(u,v) = max(u+v- 1,0)
§  Cruy(U,v)%%® P (u,v)=uv

§ Eine Familie von Copulas, die M, Wund P enthélt, heil3t umfassend.

© 2005 d-fine All rights reserved. 17



Beispiel: Frank Copula mit positiver Abhangigkeit

B =31

].\. it LAl

0.84 S

Cm[”‘p) 04d.

© 2005 d-fine Al rights reserved. 18
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Beispiel: Frank Copula mit negativer Abhangigkeit

1«. s RIS

0.84 S

C'lekl_'tf,v) 04d.

© 2005 d-fine All rights reserved. 19
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Gumbel-Hougaard Copula

Das Gumbel-Hougaard Copula (eine 1-parametrige Familie von Copulas) ist
definiert durch

Cgp(u,v)© exp{— [( logu)® +(- Iogv)q]llq} mit g1 [1L¥]. (23)

Bemerkungen:

§  Cqy(uVv)%¥%%i® M (u,v)=min(u,v)
§ CGH(u,v) ‘q :1:P(u,v):uv

§ Cgy eignet sich zur Beschreibung (starker) positiver Abhangigkeit.

© 2005 d-fine All rights reserved. 20
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Beispiel: Gumbel-Hougaard Copula mit positiver
Abhéangigkeit

=14

-f-

D.Eh .rd _.-""-. :

P 0.4\ Stk
C’GHI_H,V)

© 2005 d-fine All rights reserved. 21



Gauldsches Copula

Das Gaulische Copula ist definiert durch

Fil(u) F3(v)

CoanlUV)® ¢, cyir, f(rr,) (24)

wobei f die Dichtefunktion der Binormalverteilung ist,

f(rl’rz):

und F; die eindimensionale, kumulierte Normalverteilung, also z.B.

1
exp.
s’ ] 23 E

F ()= o () mit (5)=

und C die Korrelationsmatrix.

© 2005 d-fine All rights reserved. 22



Bemerkungen zum Gauf3schen Copula 1(2)

Falls die beiden Variablen r, und r, unkorreliert sind, r, , = 0, folgt

Fit(u) F5'(v)
CGauB(u’V) © Gjrl fl(rl) (jjrz fz(rz)
—w N
=P(u,v)

© 2005 d-fine  All rights reserved. 23
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Bemerkungen zum Gauf3schen Copula 2(2)

Da F (r,), F,(r,) T [0,1] sind, kann man fiir u und v auch F ,(r,) und F ,(r,) ein-
setzen.

Wenn man zusatzlich r, und r, im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinn auffasst,
d.h. r,, r, mégen die Werte zweier Zufallszahlen R, und R, sein, folgt

CGauB(F 1(r1)’ F z(rz)) © réjrllr(%jrzl f(rll’ rzl)
=P, ER.LER,) .

p CGauB(F (), F 2(rz)) ist die binormale, kumulierte Wahrscheinlichkeitsfunktion.

© 2005 d-fine All rights reserved. 24



Stetigkeit von Copulas

Satz 1.
Sei C ein Copula. Dann gilt fur alle u,,u,,v,,v, I [0,1]:

‘C(uz’vz)' C(ul’vl)‘ E‘uz' u1\+\v2- Vl‘ . (25)

M.a.W.: Jedes Copula geniugt der Lipschitz Bedingung und ist somit
gleichmalig stetig auf [0,1] © [0,1].

© 2005 d-fine All rights reserved. 25



Eigenschaften der partiellen Ableitung

Satz 2:

Sei C ein Copula. Dann existiert fir jedes ul [0,1] die partielle Ableitung
C,(u) ° C(u,v)/qv fur fast alle vi [0,1]. Fur derartige u,v gilt ferner

1C(u,v)
b\

Far C,(v) © 1C(u,v)/u gilt eine analoge Aussage.

Of £1.

Ferner sind die Funktionen u® C,(u) und v® C,(v) fast tberall auf [0,1]
wohldefiniert und monoton wachsend.

© 2005 d-fine All rights reserved. 26



Beispiel: Partielle Ableitung des Frank Copulas

Beispiel:
Fir das Frank Copula C,, 9gilt

_ 1 ~ e‘q“(e"”-l)
CFrank,u (V) - ‘Hu CFrank (U,V) - -1+ (e_q u_ 1) (e_qv ] 1) (26)

Bemerkungen:

§ Crawyistfurul [0,1]und g O streng monoton wachsend, d.h. c;rgnk,u ist
wohldefiniert.

A 6u1) _ 1])C
()=~ Loge - 1)

§ Esgilt: C.
a gl+yle’-1) g

Frank,u

© 2005 d-fine All rights reserved. 27
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Beispiel: Partielle Ableitung des Gumbel-Hougaard
Copulas 1(2)

Beispiel:
Flr das Gumbel-Hougaard Copula Cg, gilt

Cona(V)= ! Cen(U,V) = eXIO{' [(' logu)’ +(- IogV)q]llq} '

flu N -
- togu) + (- togup | < £1200)

(26)

Bemerkungen:

8

Ceauy istflr ul ]0,1[ und g >1 streng monoton wachsend, d.h. Cc';ﬁ,u ISt
wohldefiniert.

8 Cc';ﬁ,u kann analytisch nicht bestimmt werden. Eine numerische Berechnung ist
jedoch madglich.

© 2005 d-fine All rights reserved. 28
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Beispiel: Partielle Ableitung des Gumbel-Hougaard
Copulas 2(2)

1

0.75F

CGH:u{ ‘p-':l 0aF

025k

) = — L L i i
0 0.25 0.5 0.75 1

Cano(V) fir u=0.1,0.2,...,0.9 und q = 2.0

© 2005 d-fine  All rights reserved. 29



Verteillungsfunktion

Definition 2:
Eine Vertellungsfunktion ist eine Funktion F: A ® [O,l] mit folgenden
Eigenschaften:

1. F ist monoton wachsend.

2. F(- ¥)=0und F(+¥)=1

Beispiel: X
Wenn f eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, dann ist F (X) = cyit f( )
eine Verteilungsfunktion. - ¥

© 2005 d-fine All rights reserved. 30



Gemeinsame Verteilungsfunktion

Definition 3:
Eine gemeinsame Verteilungsfunktion ist eine Funktion H: A~ A ® [O,l] mit
folgenden Eigenschaften:

1. Hist “2-increasing”.
2. Firalle x, %1 A :H(x,-¥)=H(- ¥,x,)=0 und H(+¥,+¥)=1.

Eigenschaften:

§ Die Randverteilungen von H sind definiert als F,(x,) © H(x;,+¥) und
Fo(Xp) © H(+¥, X,).

§ F,undF, sind Verteilungsfunktionen.

§ Beispiel: CGauB(Fl(rl),F 2(rz)) als Funktion von r,undr, .

© 2005 d-fine All rights reserved. 31



Verteillungsfunktion von Zufallsvariablen

Definition 4.
Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen R ist eine Funktion F, die jedem
ri A eine Wahrscheinlichkeit F(r) — P(R£ r) zuweist.

Eine gemeinsame Verteilungsfunktion zweier Zufallsvariablen R, und R, ist eine
Funktion H, die jedem Paar r,,r,1 A eine Wahrscheinlichkeit
H(r,r,)=P(R £r,R, £1,) zuweist.

Bemerkung:
Eine (gemeinsame) Verteilungsfunktion gemalf’ Definition 4 ist ebenfalls eine
(gemeinsame) Verteilungsfunktion gemaf der Definitionen 2 und 3.

© 2005 d-fine All rights reserved. 32



Satz von Sklar

Satz 3 (Satz von Sklar):

Sei H eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F, und F,.
Dann gibt es ein Copula C derart, dass

H (%, %,) = C(F.(x), F2(x,)) (27)

fur alle x,,X,1 A . Falls F, und F, stetig sind, dann ist C eindeutig. Andernfalls ist
C eindeutig auf RanF,” RanF, .

Falls andererseits C ein Copula ist und F; und F, Verteilungsfunktionen sind, dann
ist die durch (27) definierte Funktion H eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit
Randverteilungen F, und F.,.

© 2005 d-fine All rights reserved. 33



Bemerkung zum Satz von Sklar

Bemerkuna;:

Wenn es sich beim Satz von Sklar um Verteilungsfunktionen handelt, die von
Zufallsvariablen herrtihren, dann kann man GlI. (27) schreiben als

H(r,r,) =C(F.(r),F,(r,))=P(R £1, R, £1,) . (28)

© 2005 d-fine All rights reserved. 34



Zur Namensgebung

§ copulare: lat. fur verbinden, verknipfen

§ engl. Grammatik: Beschreibung eines Ausdruckes, der Subjekt und Pradikat
verbindet

§  Erstmalige Benutzung in der Mathematik von Sklar 1959:
... eine Funktion, die eine mehrdimensionale Verteilung mit ihren
eindimensionalen Randverteilungen verbindet.”

© 2005 d-fine All rights reserved. 35



Unabhangige Zufallsvariablen

Definition 5:

Zwei Zufallsvariablen R, und R, sind dann und nur dann unabhangig, wenn das
Produkt ihrer Verteilungsfunktionen F, und F, gleich ihrer gemeinsamen
Verteilungsfunktion H ist,

H(r,r)=F{)Fr) .

Satz 4:

R, und R, seien Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktion F; und F, und
gemeinsamer Verteilungsfunktion H. Nach dem Satz von Sklar gibt es ein
eindeutiges Copula Car, mit

P(REr, R £1,)=H(r,1,)=Cap (R, F(r,)) .
Dann gilt:
R, und R, sind unabhangig U CRle =P ,adso CRle (u,v)= uv " u, vl [0,1]

© 2005 d-fine All rights reserved. 36



Monotonie Verhalten

Satz 5:

R, und R, seien Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktion. Das zugehorige,

eindeutige Copula sei C, . Falls a, und a, streng monoton wachsende Funk-
tionen auf Ran R, und Ran R, sind, dann gilt

Cai(R)as(R,) = CrR, -
M.a.W.:

Crr, Istinvariant unter streng monoton wachsenden Transformationen von R,
und R, .
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Die t-Verteilung 1(3)

Definition:

Die Dichtefunktion der t-Verteilung (oder Student Verteilung) mitk=1, 2, 3, ...
Freiheitsgraden ist gegeben durch

h, (r G(k+2 92
(1) = ) du)ie gi i

Eigenschaften:

§  Gamma-Funktion: G(l):L G(l/ 2):\/5, G(k +1):kG(k)

2(‘5

§ limh(r)= N exp : d.h. die t-Verteilung geht im Limes k ® ¥ in die

Standardnormalverteilung uber.

© 2005 d-fine All rights reserved. 39



Die t-Verteilung 2(3)
r-nmn
Unter der Variablentransformation r ® —— geht die t-Verteilung tber in

k +

f () = 2 (Ir-m)g2
F) diiced @

Eigenschaften:

_ 1 @ (r-m’ 9
§ limf (r)= expé T , d.h. die modifizierte t-Verteilung geht
k® ¥ > g Zg

im Limes kK® ¥ in die Normalverteilung N(mg) tber.

Q

§ Inf(r) bezeichnet mden Mittelwert der t-Verteilung. Sollte von der Verteilung
nur eine Stichprobe S, ..., §, bekannt sein, kann m geschatzt werden durch

M
[N
O3
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Die t-Verteilung 3(3)

Eigenschaften (Fortsetzunq):

§ Inf(r) bezeichnet g2 nicht die Varianz der t-Verteilung. Insbesondere ist die
Varianz der t-Verteilung fur k= 1 und k= 2 unendlich.

§  Furk3 3qilt

dk+1,) (- 62

+

ak,) a1, Vk-2s & (k-2s75

f (r) =

. wobei

2 :—g2 die Varianz der t-Verteilung ist. Diese kann gemalf3

(Sj - m)z geschatzt werden.

Qos

m'ljl
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Die Verteilungsfunktion der t-Verteilung 1(2)

Die Verteilungsfunktion der modifizierten t-Verteilung ist gegeben durch
: ($+2)

F.(r)=giréf (r9 = G( )(

; alk,) a1,

mit der Funktion

) I(r;—2m,ksz+mz,k)

k+1

1(r;a,b,k)° Ojrtt(r(E +ar¢+b)

© 2005 d-fine All rights reserved. 42



Die Verteilungsfunktion der t-Verteilung 2(2)

Zur Berechnung von F(r) konnen die folgenden Formeln benutzt werden:
Anfangsbedingungen:

1(r;a,b,1)= 2 2arctanae 2r+a 9+BB und
T Jab-a% e éx/4b-a25 2§
(riab2)=—2 & 2r*a 52

4b- a* éx/r2+ar +b g

Rekursionsformeln fur k3 3:
4r + 2a 2 kel 4K - 8
r+ar+b) 2 +
(k- 1)(4b- a?) | ) (k- 1)(4b- a?)

1(r;a,b k)= 1(r;a,b,k-2)
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Die ,traditionelle* Monte-Carlo Simulation zur Berechnung des VaR soll modifiziert

werden, d.h.

Jtraditionelles” MC

Copula MC

Annahme: Jeder Risikofaktor ist (log-)
normalverteilt

Annahme: Jeder Risikofaktor genugt
einer bekannten Verteilung

Annahme: Die Abhangigkeit der Risiko-
faktoren untereinander wird durch eine
Multinormalverteilung beschrieben

Annahme: Die Abhangigkeit der Risiko-
faktoren untereinander wird durch ein
bekanntes Copula beschrieben

Num. Bestimmung der Parameter der
Randverteilungen u. der Korrelationen

Num. Bestimmung der Parameter der
Randvert. und der Copula Parameter

N

74

Numerische Generierung von Szenarien der Risikofaktoren

© 2005 d-fine All rights reserved.
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Festlegung der Randverteilungen und des Copulas

Zunachst mussen die Randverteilungen und das Copula ,geraten” werden. Wenn
man mit diesen geratenen Funktionen eine VaR Berechnung durchflhrt und diese
Uber einen langeren Zeitraum via Backtesting verifiziert, so kann man die benutzten
Randverteilungen und das Copula als geeignet ansehen.

Beispiele:

1) ,Traditionelle* MC Simulation:
Randverteilungen = Normalverteilungen
Copula = Gaul3sches Copula

2) Alternative (Rank 2000; Rank, Siegl 2002):
Randverteilungen = Normalverteilungen
Copula = Gumbel-Hougaard Copula (und 16 weitere Copulas)

3) Diese Vorlesung (Rank 2002):
Randverteilungen = t-Verteilungen (zur Vermeidung der ,fat-tail“ Problematik)
Copula = Gumbel-Hougaard Copula und Frank Copula

© 2005 d-fine All rights reserved. 46
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Bestimmung der Parameter der Randverteilungen

Die Parameter der Randverteilungen und des Copulas werden aus historischen

Daten der Risikofaktoren tber den zur Verfigung stehenden historischen Horizont
ermittelt.

Beispiele flur die Parameter der Randverteilungen:

1) Randverteilungen = Normalverteilungen

m

Aslt) for i=12

. . - 1
Schatzer fur die Mittelwerte: m =—
m J

Schatzer fur die Varianzen: S =

A(sk)-mf o 112

2) Randverteilungen * Normalverteilungen

Schatzer fur die Parameter der Verteilungen ggf. via Maximum-Likelihood
Verfahren

© 2005 d-fine All rights reserved. 47



Beispiel: Bestimmung der Parameter der

Randverteilungen
Annahme:
Jede Randverteilung wird durch eine t-Verteilung beschrieben.

Dann missen fur jede Randverteilung die folgenden Schritte durchgefuhrt werden:

(1) Bestimmung der Schatzer fur die Mittelwerte und die Varianzen wie oben.

(2) Bestimmung der Parameter 121 und 122 mittels Maximum-Likelihood Methode.
Q
Likelihood Funktion: L(k ) L(S(t).K, S (t,):m.s,.k)|, .. . =O f(s())
DT j=1 1

Schatzwerte der Parameter:

~

K ={k o llogL(k .. ) logL(k ) " k =345,.} fir i =12
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Beispiel: Schatzung der Parameter der Randverteilung
far die relativen GBP/DEM FX-Kurse (1980 — 1998) 1(3)

1
10
1802

1R85
188 F . .
1875 *
1LE7F s

HEY 1 5es - *
1.56F
1855 F
185 F

1.845F

1.5

1 1 1 1 1 1 ! 1 1 ! 1 1 1 ! 1
i 3 11 13
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Beispiel: Schatzung der Parameter der Randverteilung
far die relativen GBP/DEM FX-Kurse (1980 — 1998) 2(3)

100 —

k(250 days) 1ob

kALY vears)

i i 1 1 1 1 [ [ [
1982 1984 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998
date
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Beispiel: Schatzung der Parameter der Randverteilung
far die relativen GBP/DEM FX-Kurse (1980 — 1998) 3(3)

1207 n —  tdistr. with k=4 3
1 m— normal distr. (k=¥)
f’\_ [ 1 nhistorical values
100} \ ~
80 3 ’n‘ 2 B
fir I fir
") 60 | i I 7/
40} i 1 ] /
ol
e /
20t ¢
e /|
0 - - 0 "__#—-‘#/r -’// .
-0.03 -0.015 0 0.015 0.03 -0.03 -0.025 -0.02 -0.01:
¥ ¥
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Bestimmung des Copula Parameters 1(2)

Beispiele flur die Copula Parameter:

1) Copula = Gauf3sches Copula
Schatzer fur die Korrelationen:

.18 ) o\ e
G, m—lgl(s( )'m)(sj(tk)'mj) fur 1,] =12

2) Copula = von einem Parameter q abhangige Copula Familie
Schatzer fur den Copula Parameter via Maximum-Likelihood Verfahren:

f (rl,rz):%cq(am),F2<r2>)

Wahrscheinlichkeitsdichte:
1172

Q

Likelihood Funktion: L@)=0 f,(Si(t). S, (t))

k=1

52
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Bestimmung des Copula Parameters 2(2)

Um die Schatzung des Copula Parameters zu vereinfachen, betrachte man

(@) =I29L(q)

=3 10g T, (S(t). S,(1)

g 1 g

=3 log——C, (u,v) +a (log £,(S/(t)) +1og f,(S,(t,)))

= UV u=F (S, (t,)). v=F,(S,(t,)) KL

144444422 44444493 1A444949249494493
o (q) Rest

Da der Rest-Term nicht von q abhangt, genugt es, die modifizierte
Likelihood Funktion | (q) zu maximieren, um den Schatzer flr den Copula

Parameter zu erhalten: . - - ~
0 = G 11 (O)® 1(@) " 07 Df
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Beispiel: Bestimmung des Parameters fur das
Frank Copula

o0

soof
a00f
300}

&) 20n}
100

“-

=10k

i i i i i i i
-1 i 1 2 3 4 5 4] i B
5]

modifizierte Likelihood Funktion I~(q) VS. q
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Erzeugung von Pseudo Zufallszahlen gemal3 einem
bekannten Copula 1(2)

Sei C, das relevante Copula. Wir betrachten zunachst zwei auf [0,1] gleichverteilte

Zufallsvariablen U und V, die C, als gemeinsame Verteilungsfunktion haben.
Nach (28) qilt

Cq (U, V) = Cq (Funiform (U), I:uniform (V)) = P(U £ U’V £ V) ! (29)

wobei F .i.orm die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf [0,1] ist, also
I:uniform(u) =uflrul [0,1]-

Die bedingte Verteilungsfunktion P(U =uVE v) ist gegeben durch

_PU £u,V £V)

P(U =u,V £ v) .
Tu
b P —uy ev)=TGUY ) (30)

fu
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Erzeugung von Pseudo Zufallszahlen gemal3 einem
bekannten Copula 2(2)

Annahme zur Vereinfachung: G existiert fir alle vI [0,1] und ist streng monoton.

Benutze die Methode der Variablentransformation zur Erzeugung des gesuchten
Paares von Pseudo-ZZ.:

1) Erzeuge zwei unabhangige, auf [0,1] gleichmé&lig verteilte Pseudo-ZZ u und w.
2) Setze v=C_ (W) .

Dann ist (u,v) ein Paar von Pseudo-ZZ, die auf [0,1] © [0,1] gleichmalig verteilt sind
und als gemeinsame Verteilungsfunktion C, haben.

Um die Verteilungsfunktionen F, und F, der gesuchten Zufallsvariablen R, und R,
zu berlcksichtigen, setze man u = F(r,) und v=F/(r,). Dann folgt

3) r,=F*(u) und r,=F,*(v) sind Pseudo-ZZ mit Verteilungsfunktionen F, und
F, und gemeinsamer Verteilungsfunktion C, .
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Beispiele fur Pseudo Zufallszahlen

relative Fi-rates USDVDEM vs. GEFTDEM
(02.01.1980 - 30,12,1998 = 4759 data points)
.04

0.03 gy 18

-0.06 =003 i 0.03 0.06

¥
ush

4759 FPRINg, acc. to Gavssian
copula with Gaussian margins
0.06 v -

0.03F

006 =003 0 0.03 0.06

© 2005 d-fine All rights reserved.

4759 PRM=, acc. to Gumbel-Hougnard
copula with t-distributed margins

0.06

103}

*

-0.03

-0.06* : — =
-0.06 -(.03 U 0.03 0.06

r
1

4759 PRN=, acc. to Frank
copula with t-distributed margins
(.06 - - ,

0.03} ok

-0.03

-0.06 ; :
-0.06  -0.03 0 0.03 0.06
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Risikofaktoren und Randverteilungen

Risikofaktoren:

DEM Wechselkurse bzgl. der folgenden Wahrungen: USD, GBP, JPY, CHF, FRF

Beobachtungszeitraum:
Historischer Horizont:;

Risikofaktoren:

02.01.1980 - 30.12.1998

250 Bankarbeitstage

Xj - Xj-l .. .
S, =— fur j=1,K, 249, mit X
X 1
als Wechselkurs <Curr>/ DEM zur Zeit j

Beispiel: Randverteilungen fur den ges. Beobachtungszeitraum:

FRF / DEM: t, - Verteilung
GBP / DEM: t, - Verteilung
CHF / DEM: t; - Verteilung
JPY / DEM: t; - Verteilung

USD / DEM: ts - Verteilung

© 2005 d-fine All rights reserved.
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Benutzte Copulas

Copulas:
§ Gauldsches Copula mit Gaul3schen Randverteilungen JLraditional®* MC
§ Gumbel-Hougaard Copula mit t-verteilten Randverteilungen
Copula MC
§ Frank Copula mit t-verteilten Randverteilungen
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1982 1984 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1008
date

lineare Korrelation (grin), Gumbel-Hougaard Copula Parameter (blau) und
Frank Copula Parameter (rot) der relativen Wechselkurse CHF/DEM und GBP/DEM
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Diskussion der Ergebnisse 1(2)

§ Das qualitative Verhalten der linearen Korrelation und des Frank Copula
Parameters sind ahnlich.

§ Beide Parameter (r, , und gq,,) streben in der gleichen Region gegen die
signifikanten Werter ,, ® O und g, ® O.
P Beide Methoden interpretieren die Daten qualitativ gleich (Unabhangigkeit!)

§ Das Gumbel-Hougaard Copula ist nur fir positive Abhangigkeiten geeignet.
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Numerische Backtesting Ergebnisse 1(2)

Beispiel:
Betrachte den DEM Wert des linearen Portfolios

F=1640" USD - 1000~ GBP.

Anzahl MC lIterationen: 100 - 1500

© 2005 d-fine All rights reserved.
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Numerische Backtesting Ergebnisse 2(2)

1%
10% |
9%}
8%}
7%}
6%
5%}
4%}
3%}
2%}
1%

backtesting failure

0%

Traditional Monte Carlo VaR

35 7 9 11 13 15

# MC steps / 100
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11%
10% |
9%}
8%

backtesting failure

3%}
2%}
1%

0%

7%
6% |
5%
4%

Monte Carlo VaR using Frank
copula and t-distr. margins

1 3 5 7 9 11 13 15

# MC steps / 100
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Diskussion der Ergebnisse 2(2)

8

Ab ca. 600 MC lIterationsschritten sind fur beide Methoden und alle drei be-
trachteten Konfidenzniveaus die Backtesting Ergebnisse (und auch die VaR-

Werte) stabil.

Die Copula Methode zur Bestimmung des VaR funktioniert!

In dem betrachteten Beispiel liefert die Copula Methode zuverlassigere Werte
als die ,traditionelle” MC Simulation.

Beispiel flr 1500 Iterationen:

Anteil unterschatzter Verluste

© 2005 d-fine All rights reserved.

Quantil a J[raditionell* | Frank Copula | Var.-Kovar. Hist. Sim.
10% 8.71% 9.93% 8.60% 10.33%
5% 4.61% 4.92% 4.63% 5.32%
1% 1.62% 0.89% 1.40% 1.22%
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Vor- und Nachteile der Copula Methode

Vorteile:

+  Die Wahl der Randverteilungen ist frei.
p Fat-Tail* Problematik kann vermieden werden.

+  Die Wahl der gemeinsamen Verteilungsfunktion ist frei.
P Bessere Modellierung extremer Ereignisse maoglich.

Nachteile:
— Das Verfahren funktioniert (bislang) nur fur zwei Risikofaktoren.

—  Zahlreiche zeitintensive Rechenschritte:

— Berechnung zahlreicher Iterationen (O(1000))
— Numerische Inversion der Verteilungsfunktionen der Randverteilungen u.U. notwendig

— Maximum Likelihood Verfahren

— Das Verfahren ist noch nicht etabliert, kann also nur ergdnzend benutzt werden.
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Eine elektronische Version dieser Vorlesung kann von der d-fine
Internetseite heruntergeladen werden:
http://www.d-fine.de ® Bibliothek ® Vorlesungen
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