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1 Einfihrung

1.1 Glucksspiel
Gliicksspiel

Geworfen wird eine Miinze. Falls die Miinze "Wappen’ zeigt, dann erhalt der Spieler zwei
Geldeinheiten. Andernfalls, d.h. wenn die Miinze *Zahl’ zeigt, erhélt er nichts.

Problemstellung

Welches ist der faire Preis fir die Teilnahme an dem Gliicksspiel?
Stochastisches Modell
o Wir betrachten die folgenden Zeitpunkte:
teT:={0,1}.

Dabei bezeichnet t = 0 einen Zeitpunkt vor dem Miinzwurf und ¢ = 1 einen Zeit-
punkt nach dem Miinzwurf.

e Wir betrachten die folgenden Ereignisse:
weN:={A B}

Dabei bezeichnet w = A den Ausgang "Wappen’ und w = B den Ausgang 'Zahl’ des
Miinzwurfes.

e Wir betrachten die elementaren Wahrscheinlichkeiten P(w) der moglichen Ereig-
nisse. Dabei nehmen wir an, dass die beiden moglichen Ausgénge, "Wappen’ und
"Zahl’, des Miinzwurfes jeweils mit gleicher Wahrscheinlichkeit % vorkommen:

P:Q— 0,1 :w+— P(w).
1

P(A) = —;

( ) 2 ?

e Wir betrachten ferner die Auszahlung X (1,w) des Gliicksspiels zur Zeit t = 1 an

den teilnehmenden Spieler in Abhangigkeit vom Ausgang des Miinzwurfes:

X1):Q—R:w— X(1,w).

X(1,A) :=2; X(1,B) :=0.
e Wir betrachten schlieflich den fairen Preis X (0) fiir die Teilnahme an dem Gliicks-
spiel:
X(0) € R.



Fairer Preis

Unter dem fairen Preis wollen wir den grofiten Geldbetrag verstehen, den ein Spieler ger-
ade noch als Gebiihr fiir die Teilnahme an dem Gliicksspiel akzeptieren wiirde. Dabei
nehmen wir an, dass ein Spieler genau dann an dem Spiel teilnimmt, wenn seine Gewin-
nerwartung mindestens genau so grofl wie sein Einsatz, also die Teilnahmegebiihr, ist.
Damit gilt:
Der faire Preis fur die Teilnahme an dem Glicksspiel ist gegeben durch:
1 1

X(0):=Ep[X(1)] =25 +0- 5 =1

Dabei bezeichnet allgemein Ep[Z] den Erwartungswert der Zufallsvariablen Z bzgl. P:

EplZ] =) Z(w) P(w).

wes

1.2 Bewertung von Optionen und anderen Derivaten

Finanzmarktmodell

Wir betrachten einen idealisierten Finanzmarkt, an welchem nur eine einzige Aktie gehan-
delt wird. Dabei nehmen wir zur weiteren Vereinfachung an, dass der gegenwartige Preis
der Aktie genau zwei Geldeinheiten betragt, und dass sich zu einem gegebenen zukiinftigen
Zeitpunkt der Preis der Aktie entweder genau verdoppelt oder genau halbiert haben wird.
Wir betrachten ferner eine Option auf diese Aktie, welche ihrem Halter das Recht, aber
nicht die Pflicht, einrdumt, zu dem betrachteten zukiinftigen Zeitpunkt die Aktie zum
Preis von zwei Geldeinheiten zu erwerben.

Problemstellung
Welches ist der faire Preis fiir die Option?

Stochastisches Modell
e Wir betrachten die folgenden Zeitpunkte:
teT:={0,1}.
Dabei bezeichnet t = 0 die Gegenwart und ¢t = 1 einen zukiinftigen Zeitpunkt.
o Wir betrachten die folgenden Ereignisse:
weQ:={A B}

Dabei bezeichnet w = A das Ereignis, dass sich der Preis der Aktie zwischen den
Zeitpunkten t = 0 und ¢ = 1 verdoppelt, und w = B bezeichnet das Ereignis, dass
sich der Preis der Aktie zwischen den Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢ = 1 halbiert.
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Wir betrachten die elementaren Wahrscheinlichkeiten P(w) der mdéglichen Ereig-
nisse. Dabei nehmen wir an, dass die beiden moglichen Falle, Verdoppelung und
Halbierung des Preises der Aktie, jeweils mit gleicher Wahrscheinlichkeit % vorkom-
men:

P:Q— 0,1 : w+— P(w).
1
P(B) = —.
(B) =
Wir betrachten den Preis der Aktie S(0) zur Zeit t = 0 sowie den Preis der Aktie
S(1,w) zur Zeit t = 1 in Abhéngigkeit von der Preiseinwicklung:

S(1,A) :=4; S(1,B) = 1.

Wir betrachten die Auszahlung X (1,w) der Option zur Zeit t = 1 an den Halter in
Abhéngigkeit von der Preiseinwicklung:

X(1):Q—R:wr— X(1L,w).
X(1,w) := max{S(l,w) — 2,0}.
Insbesondere gilt:
X(1,A) =2; X(1,B) =0.

Wir betrachten schliefllich den fairen Preis X (0) der Option:

X(0) € R.

Spieletheoretischer fairer Preis

Die stochastischen Modelle fiir das Gliicksspiel und fiir den Finanzmarkt stimmen formal
tiberein. Dabei eintpricht der Halter der Option dem Spieler, und die durch die Option
garantierte Auszahlung entspricht dem Gewinn beim Gliicksspiel. Wir definieren den
spueletheoretischen fairen Preis der Option analog zum fairen Preis fiir die Teilnahme an
dem Gliicksspiel:

X(0) := Ep[X(1)] = 2-%+o-%: 1.



Bemerkung

Obwohl die stochastischen Modelle fiir das Gliicksspiel und fiir den Finanzmarkt formal
iibereinstimmen, gibt es doch einen wesentlichen Unterschied. Dieser Unterschied wird
uns im Folgenden zur Definition des risikoneutralen fairen Preises der Option fiithren. Der
risikoneutrale faire Preis der Option wiederum wird sich als ein fiir die gesamte Finanz-
mathematik tragfahiges Konstrukt erweisen, welches wir als Prinzip der risikoneutralen
Bewertung bezeichnen. Der wesentliche Unterschied nun zwischen der Situation fiir den
Spieler in unserem Gliicksspiel und der Situation fiir den Investor an unserem Finanzmarkt
besteht in den unterschiedlichen Moglichkeiten, das vorhandene Kapital zu investieren.
Der Spieler hat neben der Teilnahme an dem Gt’ucksspiel nur eine weitere Moglichkeit,
sein Kapital zu investieren, namlich zu sparen. Der Investor hat dagegen neben dem Er-
werb der Option zwei weitere Moglichkeiten, sein Kapital zu investieren, namlich entweder
zu sparen oder aber Aktien zu erwerben.

Prinzip der risikoneutralen Bewertung

Wir betrachten ein Portfolio V[H](t), welches aus H, Geldeinheiten sowie H; Aktien
besteht (Hy, H; € R):

V[H](0) := Hy + H, S(0).

VIH](1,w) := Hy + H, S(1,w).

Die Grundidee des Prinzips der risikoneutralen Bewertung besteht nun darin, zur Zeit
t = 0 ein Portfolio so zusammenzustellen, dass es zur Zeit t = 1 genau denselben Wert
besitzt wie die Auszahlung der Option. Ein solches Portfolio bezeichnen wir als replizieren-
des Portfolio fir die Option. Dazu bestimmen wir eine Handelsstrategie H € R* durch
folgenden Ansatz:

VH](1,w) = X(1,w).
Auswertung dieser Gleichung fiir w = A und w = B liefert:

Hy+4H, = 2.
Hy+ H, =0.

Dieses lineare Gleichungssystem besitzt die folgende eindeutig bestimmte Losung:

Hy=—=; o ==,
0 3a 1 3

Risikoneutraler fairer Preis

Das replizierende Portfolio besitzt zur Zeit t = 1 genau denselben Wert wie die Auszahlung



der Option. Wir definieren den risikoneutralen fairen Preis der Option als den Wert des
replizierenden Portfolios zur Zeit ¢t = 0:

Vergleich der beiden fairen Preise

Sei X (0) der risikoneutrale faire Preis, und sei Y (0) der Marktpreis der Option.

1. Sei zuerst Y (0) < X(0). In diesem Falle kann ein Investor zur Zeit t = 0 die Option
zum Preis von Y'(0) am Markt erwerben und gleichzeitig das replizierende Portfolio
zum Preis von X (0) am Markt verkaufen. Zur Zeit t = 1 hat aber die Option densel-
ben Wert wie das replizierende Portfolio, so dass der Investor die Option ausiiben
und mit der Auszahlung das replizierende Portfolio am Markt zuriickerwerben kann.

2. Sei nun Y (0) > X(0). In diesem Falle kann ein Investor zur Zeit ¢t = 0 die Option
zum Preis von Y (0) am Markt verkaufen und gleichzeitig das replizierende Portfo-
lio zum Preis von X (0) am Markt erwerben. Zur Zeit ¢ = 1 hat aber die Option
denselben Wert wie das replizierende Portfolio, so dass der Investor das replizierende
Portfolio am Markt verkaufen und mit dem Erlos die Auszahlung der Option begle-
ichen kann.

In beiden Fallen ergibt sich also die Situation, dass ein Investor zur Zeit t = 0 am Markt
eine Transaktion tatigen kann, welche ihm folgenden Gewinn bringt:

1X(0) — Y(0)| > 0.

Dartiber hinaus kann der Investor zur Zeit ¢ = 1 alle Verbindlichkeiten tilgen, ohne Geld
investieren zu miissen. Kine solche Form der risikolosen Gewinnmoglichkeit bezeichnen
wir als Arbitragemoglichkeit. Arbitragemoglichkeiten konnen aber fiir reale Finanzmérkte
i.d.R. aus folgendem Grund als unrealistisch betrachtet werden:

Gébe es nédmlich eine solche Arbitragemoglichkeit in einem realen Finanzmarkt,
dann wiirden die Investoren versuchen, diese wie oben beschrieben auszunutzen.
Dabei miissten alle Investoren zur gleichen Zeit dieselbe Aktie kaufen bzw. verkau-
fen. Dies hitte wiederum eine Verschiebung von Angebot und Nachfrage der Aktie
zur Folge, welche wiederum die ihren Marktpreis derartig beeinflussen wiirde, dass
die Arbitragemoglichkeit verschwénde.

Deshalb betrachten wir den risikoneutralen fairen Preis als den okonomisch sinnvollen
Preis fiir die Option.

Martingalmaf}

Wir hatten gesehen, dass der spieletheoretische faire Preis fiir die Option gegeben war als



Erwartungswert der Auszahlung X (1) der Option bzgl. des realen Wahrscheinlichkeits-
mafles P auf 2. Dies legt die Frage nahe, ob es nicht ein weiteres Wahrscheinlichkeits-
maf} () auf ) gibt, so dass der risikoneutrale faire Preis der Option gegeben ist als Er-
wartungswert der Auszahlung X (1) der Option bzgl. dieses risikoneutralen Wahrschein-
lichkeitsmafles. Dazu betrachten wir ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl @) auf Q:

Q:0Q—[0,1]: wr— Qw).

Q(A) +Q(B) =1.
Nach Definition ist () genau dann risikoneutral, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:
|
X(0) = E[X(1)].

Dabei ist der risikoneutrale faire Preis der Option genau der Wert des replizierenden Port-
folios zur Zeit ¢ = 0. Deshalb ist () genau dann risikoneutral, wenn folgende Bedingung
erfiillt ist:

V[H](0) = Eo[V[H](1)].
Dabei gilt:

V[H](0) = Hy + H, S(0).

EQlVIH)(1)] = VIH)(1, A) Q(A) + VIH](1, A) Q(B)
— (Hy + H S(1, A)) Q(A) + (Hy + Hy S(1, B)) Q(B)
— Ho+ Hy (S(1, ) Q(A) + S(1, B) Q(B)).

Also ist ) genau dann risikoneutral, wenn der Preis der Aktie ein Martingal bzgl. Q) ist,
d.h. wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

!

Eq[S(1)] = 5(1,4) Q(A) + 5(1, B) Q(B) = 5(0).

In diesem Falle bezeichnen wir @ als Martingalmaf. Einsetzen von S(0), S(1, A) und
S(1, B) liefert:

4Q(A) +Q(B) = 2.
Damit erhalten wir insgesamt das folgende lineare Gleichungssystem:

Q(A) +Q(B)
4Q(A) +Q(B)

1.

2.



Dieses lineare Gleichungssystem wiederum besitzt die folgende eindeutig bestimmte Lo-
sung:

QUA) = 5 QB =

Insbesondere gibt es genau ein Martingalmafl @) auf €.

Prinzip der risikoneutralen Bewertung

Der risikoneutrale faire Preis der Option ist gegeben durch:

X(0) = E[X(1)].



2 Stochastische Analysis

2.1 Grundbegriffe

Definition

Sei () eine beliebige Menge. 2 heisst Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition

Sei I =[0,T] oder I = [0,00). I heisst Zeitintervall.

Definition

Sei F C P[] mit folgenden Eigenschaften:
1. Qe F.
2. AeF = O\A e F.

3. (A)wen CF = JA.er.

F heisst o-Algebra.

Definition

Sei B C P[R]| die kleinste o-Algebra, welche alle offenen Mengen enthélt. B heisst
Borelsche o—Algebra.

Definition

Sei P : F — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:
1. P(0) =0 und P(Q) = 1.

2. (Ap)nen C F paarweise disjunkt — P( U An> = Z P(A,).

P heisst Wahrscheinlichkeitsmafs.

Definition

Sei F wollstandig, d.h.:
A C Q ist P-Nullmenge — AeF.

Definition
Sei (F;)ier ein Netz von o—Algebren mit folgender Eigenschaft:
A tl,tQ € I mit tl S t23

Fi, CF, CF.
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(Fi)ier heisst Filtration.
Definition
(a) Sei (Fi)ier augmentiert, d.h.:
Fo ist vollstandig.
(b) Sei (F;)ier stetig, d.h.:

Vtel:

Fo=JF =%
sel sel
s<t s>t

Definition

Sei Z : Q@ — R F/B-messbar, d.h.:
AeB — Z71(A) e F.
Z heisst Zufallsvariable.

Definition

Sei Z P-integrierbar.
(a) Wir schreiben:

Ep[Z] = /Q Z(w) dP(w).

Ep|Z] heisst der Erwartungswert von Z.

(b) Sei G C F eine o—Algebra, und sei Ep[Z|G] die eindeutig bestimmte Zufallsvariable
mit folgenden Eigenschaften:

1. Ep[Z|G] ist G/B-messbar.
2.VAegG:

[ Erzigiw) aPw) = [ Zw)are)
A A
Ep[Z|G] heisst der bedingte Erwartungswert von Z unter G.

Definition

(a) Sei X : I x Q — R (B x F)/B-messbar, d.h.:

11



AeB = X YA eBxF

X heisst stochastischer Prozess. Wir schreiben:

Xi(w) = X(t,w).

(Xt)ter == X,
(b) Sei w € Q. Die Abbildung I — R : t — X (t,w) heisst Pfad von X.

Definition

(a) X heisst adaptiert, falls gilt:
Vitel:

X, : Q — R ist F;/B-messbar.

(b) X heisst progressiv messbar, falls gilt:
Vitel:

X :[0,t] x Q@ — Rist (B x F;)/B-messbar.

Definition

Sei (FX)ie; C F die kleinste Filtration, beziiglich welcher X adaptiert ist. F¥ heisst die
von X erzeugte o—Algebra.

Theorem 2.1
(a) Sei X progressiv messbar. Dann ist X adaptiert.

(b) Sei X adaptiert, und habe X stetige Pfade. Dann ist X progressiv messbar.

Literaturhinweise
(a) Siehe [2], Lemma 23.5, S.156.

(b) Siehe [14], Theorem 2.38, S.32.

Beweis

(a) Die Aussage ist evident.
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(b) Wir definieren eine Folge (&™), ey von Funktionen & : R — R durch:

= k:
(") (¢ -
OUNE) 1=} oL (1
k=0
Wir definieren ferner eine Folge (X ™), e von progressiv messbaren stochastischen
Prozessen durch:
XM (t,w) = X (@M (1), w).
Nach Voraussetzung hat X stetige Pfade. Daraus folgt:

X(t,w) = lim X™(t,w).

n—oo
Also ist X progressiv messbar.

O

Definition
Sei 7 : Q@ — I U {oo} mit folgender Eigenschaft:
Vitel:

771([0,1]) € F.
T heisst Stoppzeit.

Definition

(a) Wir definieren eine o—Algebra F, durch:

Fr={AeF|vtel: AnT([0,t]) € F}.

(b) (Frnt)ter heisst die durch 7 gestoppte Filtration.

Definition

(a) Wir definieren eine Zufallsvariable X, durch:

XT (w) = XT(w) (w)

(b) (X,at)ter heisst der durch 7 gestoppte stochastische Prozess.
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2.2 Martingale

Definition
Sei M ein adaptierter stochastischer Prozess mit folgender Eigenschaft:

Vtel:
Ep|[|M]] < 0.

(a) M heifit Martingal, falls gilt:
\ tl,tg € I mit tl < tQ:

M;, = Ep|[M,;,|F;,] (fast sicher).
(b) M heifit Submartingal, falls gilt:
A t1,to € I mit ¢ < tg:
M,, < Ep[M,,|F;,] (fast sicher).
(¢) M heiBBt Supermartingal, falls gilt:
i t1,to € I mit t1 < to:
M;, > Ep[My,|F:,] (fast sicher).

Theorem 2.2 (Doobsche Maximalungleichung)
Sei M ein Martingal mit stetigen Pfaden (fast sicher), und sei T € I. Dann gilt:

EP[ sup |Mt|2] < 4 Ep[|M]?).

0<t<T

Literaturhinweis
Siehe [21], Theorem 6.16, S.101.

Theorem 2.3 (Satz von Doob iiber Optional Sampling)

Sei M ein Martingal mit stetigen Pfaden (fast sicher), sei T € I, und seien 71,5 Stopp-
zeiten mit 1 < 7 < T'. Dann gilt:

M, = Ep[M.,|F,] (fast sicher).

Literaturhinweis
Siehe [21], Theorem 8.10, S.131.
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2.3 Brownsche Bewegungen

Voraussetzungen
1. Sei F vollstandig.

2. Sei (F})ier augmentiert und stetig.

Definition

Sei W ein stochastischer Prozess. W heifit Brownsche Bewegung, falls gilt:
1. W ist adaptiert bzgl. (F})ier-
2. W hat stetige Pfade (fast sicher).
3. Wy = 0 (fast sicher).
4. YV ty,to € I mit t; < to:
Wy, — Wy, ist (0,ty — t1)-Normal-verteilt.
5. Vt1,to € I mit t1 < ta:

W, — Wy, ist unabhangig von F, .

Theorem 2.4

Ser W eine Brownsche Bewegunyg.

(a) Dann gilt:
W st ein Martingal.

(b) Sei M definiert durch:
M; = |W,]* —t.

Dann gilt:

M ist ein Martingal.

(c) Seio € R, und sei M definiert durch:

2

M, := exp (aI/Vt — %t).
Dann gilt:

M st ein Martingal.
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Literaturhinweise
1. Siehe [15], Proposition 3.3.3, S.32.
2. Siehe [19], Theorem 4.4, S.55.

Beweis

Seien tq1,ty € I mit t; < to.
(a) Wir schreiben:

EpWy,|F,| = Ep[Wy, — Wy | Fu ] + Ep[Wey | Fiy .

Nach Voraussetzung ist W adaptiert. Daraus folgt:
Ep[Wy, | F,] = Wy,

Nach Voraussetzung ist W, — W;, unabhéngig von F;,. Daraus folgt:
EpWy, — Wy, | F] = Ep[Wy, — Wy,

Nach Voraussetzung ist Wy, — W;, (0,t2 — t;)-Normal-verteilt. Daraus folgt:
EpW,, — W] =0.

Daraus folgt insgesamt:

EP[Wtzyftl] = th'

(b) Wie in (a) erhalten wir:
Ep[|Wy,|? — ta] F,]
= Ep[[Wy, |* = t1|Fi] + Ep[|[Wy, = W, [ = (ta — t1)|F,]
= 2Ep[Wy, (W, — W) | Fi]
= W[ =t + Ep[|[Wy, = Wy, [] = (ta — t1) = 2Wy, Ep[(Wy, — Why)|Fe]
=W, |> —t1 —2W,, Ep[W,, — W,,]
=W, > —t1.

(c) Ebenfalls wie in (a) erhalten wir:

2

Ep [GXP (U Wi, — %b)

)

16



— Ep[exp (a W, — U—Qtl) exp (a (W, — Wy,) — %2 (to — t1)) ’ﬂl}
2

= exp (0‘ Wy, — %tl) Ep[exp oWy, — W) — 5 (to — t1)> ‘ftl}

(o
= exp (0 Wy, — 02 t1> Ep[exp <U Wy, — Wy) — 02 (to — tl)ﬂ.
t

Nach Voraussetzung ist Wy, — Wy, (0,t2 — t;)-Normal-verteilt. Daraus folgt:

Ep [exp <a (Wi, — W) — %2 (ta — tl))]

$2

2
m /exp Ul‘——(tg—tl)> exp(—m>dx
22 2
+ax—a—(t2—t1)> da

\/277 (ta — t1) / Xp 2(ty —t1) 2
_ y
—E/RGXP(‘EW

=1.

Daraus folgt insgesamt:

o? o?
Ep[exp (a W, — ?t2> .7-}1] = exp (0 Wy, — 7751).

2.4 Stochastische Integrale
Voraussetzung

e Sei I =[0,T7.
Funktionenraume

Sei X ein stochastischer Prozess.

1. X heisst einfach, falls gilt:

dtg,...,t,€lmit0=tg<t1 <...<t,=T
3 Zufallsvariablen @, ..., ®,, mit F;, ,—messbaren beschrankten ®;:

w) = Z 1(ti71,ti](t) (I)l (w)

Die Menge aller einfachen stochastischen Prozesse bezeichnen wir mit &.
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2. Sei p € [1,00). X heisst p—integrierbar, falls gilt:

i. X ist progressiv messbar.

ii. X besitzt folgende Eigenschaft:
T
Ep[/ X" dt| < oo.
0

Die Menge aller p-integrierbaren stochastischen Prozesse bezeichnen wir mit £P.
Wir definieren eine Seminorm auf £P durch:

T
X1 = Ep| [ 1P ]
0
Durch Bildung der zugehorigen Aquivalenzklassen wird £° zu einem normierten
Raum.

3. Sei p € [1,00). X heisst lokal p—integrierbar, falls gilt:

i. X ist progressiv messbar.

ii. X besitzt folgende Eigenschaft:

T
/ | X¢|P dt < oo (fast sicher).
0

Die Menge aller lokal p—integrierbaren stochastischen Prozesse bezeichnen wir mit
Efoc'
4. X heisst pfadstetig, falls gilt:
i. X hat stetige Pfade (fast sicher).
ii. X besitzt folgende Eigenschaft:

Ep[sup|Xtﬂ < 00.

tel

Die Menge aller pfadstetigen Prozesse bezeichnen wir mit €. Wir definieren eine
Seminorm auf € durch:

IXz = Ep | sup | X,[2].
tel

Durch Bildung der zugehérigen Aquivalenzklassen wird € zu einem normierten
Raum.

5. X heisst lokal pfadstetig, falls gilt:

18



i. X hat stetige Pfade (fast sicher).
ii. X besitzt folgende Eigenschaft:

sup | Xy|* < oo (fast sicher).
tel

Die Menge aller lokal pfadstetigen Prozesse bezeichnen wir mit &,...
6. X heisst pfadstetiges Martingal, falls gilt:

i. X ist ein Martingal.
ii. X hat stetige Pfade (fast sicher).
iii. X besitzt folgende Eigenschaft:

Ep[|X7[*] < .

Die Menge aller pfadstetigen Martingale bezeichnen wir mit 9t. Wir definieren eine
Seminorm auf 9% durch:

X oy = Ep[| Xz

Nach der Doobschen Maximalungleichung gilt:

1 XM[e < 2[[X][gn-
Durch Bildung der zugehérigen Aquivalenzklassen wird 9 zu einem normierten
Raum.
Theorem 2.5

(a) £P ist ein Banachraum.
(b) € ist ein Banachraum.

(c) M ist ein Banachraum.

Beweis
(a) Nach Konstruktion gilt:

1. £7 ist ein Unterraum von LP(I x ).
2. ||l und [l 15 (740 sind identische Normen auf £7.

3. X € LP(I x Q) ist genau dann ein Element von £7, wenn X progressiv messbar
ist.
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4. Konvergenz in LP(I x 2) impliziert punktweise Konvergenz fiir eine Teilfolge
fast iiberall in I x 2. Also ist £° C LP(I x §2) abgeschlossen.

Insgesamt ist £° ein abgeschlossener Unterraum des Banachraumes LP(1 x 2).
(b) Sei (X™),en eine Cauchy-Folge in €.

1. Nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge gilt:

1
E |: X(n+1) _ X(n) 2i| < .
P S;tgl ) P e

Mit Hilfe der Ungleichung von Chebychev folgt daraus:
P e X (W) — x™ 25 1
we Q| sup) ~ X2

tel
< 4n+1 EP |:Sulp ’Xt(nJrl) - Xt(n)‘2
te

1
< .
- 2n+1

2. Mit Hilfe von Punkt 1 und dem Lemma von Borel-Cantelli erhalten wir:

:P(m U {w € Q| sup [ X" (w) - X" (W) > 4”_1+1}>

k=1 n—k tel

= n+1 n 1
=P(ﬂ{weﬂﬂn2k: sup [ X" (w) = X (w >|2_4n+1})

k=1

P({wEQVkGNEInZk sup|Xn+1( )—X(n( )|2 ! })

tel

tel

~p({uealvienans ket -0 > 1)

Daraus folgt:

1
{wEQ ke NVn >k : sup | X" (w) — XM (w)] < })

tel

Daraus folgt:

{wGQ io:(suppfnJrl )—Xt(n)(w)|><oo}>.

= \tel

Daraus folgt:

= P( {weq ‘ Die Folge (X (w))nen konvergiert in C(I).} )
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Also gibt es einen stochastischen Prozess X mit stetigen Pfaden und folgender

Eigenschaft:
sup | X — X,| =% 0 (fast sicher).
tel

3. Wir definieren Zufallsvariablen Z™, Z durch:

20 (w) = sup | X" ()| Z(w) = sup | Xy(w)|.

tel tel

Nach Konstruktion ist (Z(),cy eine Cauchy-Folge im Banachraum L?((Q).
Also konvergiert (Z™),cy in L?(2). Nach Punkt 2 gilt:

zM Z2%2, 7 (fast sicher).
Also konvergiert (Z™),en gegen Z in L?*(Q). Insbesondere ist Z € L?(1Q).

Also ist X € €.

4. Wir definieren Zufallsvariablen Z(n)

durch:

Z" (W) = sup | X (w) — X,(w)].

tel

Nach Konstruktion ist (X ™ —X), ey eine Cauchy-Folge in €. Also ist (7(n))neN

eine Cauchy-Folge in L?(€2). Also konvergiert (7(”))n€N in L?(Q). Nach Punkt
2 gilt:

AN (fast sicher).

Also konvergiert (7(”))n€N gegen 0 in L2(2). Also konvergiert (X™), ey gegen
X in €.

5. In Punkt 1 waren wir zu einer Teilfolge iibergegangen. Nach Punkt 4 kon-
vergiert also eine Teilfolge von (X)), cy gegen X in €. Nach Voraussetzung
ist (X™),cn eine Cauchy Folge in €. Also konvergiert die gesamte Folge
(X™), cn gegen X in €.

(c) Nach Konstruktion gilt:

1. 91 ist ein Unterraum von €.

2. ||llgny und [|-||s sind dquivalente Normen auf 9.

3. X € € ist genau dann ein Element von 91, wenn X ein Martingal ist.

4. Die bedingte Erwartung ist stetig bzgl. Konvergenz in L?(£2). Also ist M C €
abgeschlossen bzgl. |-

Insgesamt ist 9 ein abgeschlossener Unterraum des Banachraumes €.
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O

Definition

Sei X € G mit folgender Darstellung:
Xi(w) = z": Ly (1) @i(w).
i=1
Wir definieren einen stochastischen Prozess I[X] durch:
(X)) = 32 04(0) (Wipn) — Wi ).
i=1

I[X] heisst stochastisches Integral.

Notation

/t X, dW, := (1[X])..

to to t1
/ X, dW, ::/ Xdes—/ X, dWs.
t1 0 0

Theorem 2.6 (Itosche Isometrie)

(a) Sei X € &, dann gilt:

EPH/OthdWS 2} :Ep[/otp(spds]

(b) Das stochastische Integral ist eine stetige lineare Abbildung:

I:6 — M.
Insbesondere gilt:

X on = 11Xl g2 -

Literaturhinweise
1. Siehe [14], Theorem 2.31, S.29.

2. Siehe [15], Proposition 3.4.2, S.36.
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Beweis

Habe X folgende Darstellung:
Xt<w) = Z 1(ti71,ti](t) (I)l<w)
i=1
(a) Seit € I, und sei 0.B.d.A. t = t;. Nach Konstruktion gilt:

EPH/OtXSdWS 2}

k
= Bp[| > @i (W — W)
=1

]

k
= Z EP[(I)f (Wtz - Wti71)2]
=1

k-1 k
+ Z Z EP[(I)l (I)j (Wtz - Wti71) (Wtj - Wtj—l)]'

i=1 j=i+1

Nach Konstruktion ist ®; messbar bzgl. F;, ,, und W,, — W,, | ist unabhangig von
Fi,_,. Daraus folgt:

Z Ep[@? (Wtz - Wti—1)2] = Z EP[(I)?] EP[(Wtz - Wti—1)2]
= Z Ep[®7] (ti — ti1)

—EP[/OtLXS‘?ds]

Sei i < j. Nach Konstruktion sind ®;, ®; sowie Wy, — Wy, | messbar bzgl. F; _,,
und Wy, — Wy, _, ist unabhéangig von F;,_,. Daraus folgt:

Ep[@’, (I)j (Wtz - Wti71) (Wtj - Wtjfl)]
= Ep[q)i (I)j (th - Wti—l)] EP[Wtj o tjfl]
=0.
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Daraus folgt insgesamt:

EPH/OtXSdWS 2} :Ep[/0t|XS|zds]

(b) Nach Konstruktion gilt:

1. I[X] hat stetige Pfade.
2.Vtel:

Ep[|(I[X]):[*] < o0.
Seien t,ty € I mit t; < to, und sei 0.B.d.A. t; = t;, sowie t, = t;. Dann gilt:
Ep[(I[X])y, |T5,]

l
= EP [Z cI)i (Wtz - Wti—l) f;‘/k:|
=1
k l
= Z EP[CDZ' (Wtz - Wtifl)“ﬁk] + Z EP[CDZ' (Wtz - Wtifl)“ﬂk]
i=1 1=k+1

k 1
= Z q)l (Wtz - Wti—1) + Z EP[EP[CI)Z (Wtz - Wti—1)|ﬂi—1]|ﬂk]

i=1 i=k+1

= (I[X])ﬁ + Z Ep[q)i EP[Wti - ti71]|ftk]

i=k+1
Also ist 1[X] ein Martingal.
O

Theorem 2.7
S liegt dicht in £P.

Literaturhinweis

Siehe [14], Theorem 2.40, S.34.

Beweis

1. Sei X € £2. Wir definieren Abschneidefunktionen ®™ : R — [—n, n] durch:

n  falls x € [n, 00);
o™ (z): =Sz falls z € (—n,n);

—n falls z € (—o0, —n).
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Wir definieren eine Folge (X(™),,cy in £° durch:
X (w) = 0 (X, (w)).
Nach Konstruktion gilt:

X" ()] < X (w)] A

XM 7% X (fast iiberall in T x ).
Nach dem Satz von Lebesgue tiber dominierende Konvergenz folgt daraus:

lim [|X™ - X|,, =0.

n—oo

Insbesondere gilt:
{X € £7| X ist beschrankt} liegt dicht in £P.
. Sei X € £° mit |X| < C. Wir definieren eine Folge (X ™), ey in LP(I x ) durch:

Nach Konstruktion gilt:

i. X hat stetige Pfade.
ii. Nach dem Satz von Fubini ist X adaptiert.
i, [ X™(w)| < C.

Nach den Punkten i und ii ist X progressiv messbar. Also ist X € £P. Nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt:

XMW (w) 22 X(w) (fast iiberall in 1).

Nach Punkt iii und dem Satz von Lebesgue iiber dominierende Konvergenz folgt
daraus:

T
lim [ X" (w) — X,(w)Pdt = 0.
0

n—0oo

Wiederum nach Punkt iii und dem Satz von Lebesgue iiber dominierende Konver-
genz folgt daraus:

T
lim EP[/ XM~ Xt]pdt] —0.
n—oo 0

Insbesondere gilt:
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{X € £°| X ist beschrénkt und hat stetige Pfade} liegt dicht in
{X € £°| X ist beschrinkt}.

3. Sei X € £° mit |X| < C, und habe X stetige Pfade. Wir definieren eine Folge
(X™),en in & durch:

27’L
X (W) = 1oy (1) Xo(@) + Y Ly () X, ()
=1

. 1T
P o
Nach Konstruktion gilt:

XM (W) < C.

n—oo

X (w) 2 Xo(w).
Nach dem Satz von Lebesgue tiber dominierende Konvergenz folgt daraus:

lim | X®™ - X|, =0.

n—oo

Insbesondere gilt:
S liegt dicht in {X € £F | X ist beschrankt und hat stetige Pfade}.

O

Definition

Wir setzen I zu einer linearen Isometrie fort:
I:82—9Mm

Konstruktion

Nach Theorem 2.7 ist G ein dichter Teilraum von £2. Nach Theorem 2.6 ist I eine lineare
Isometrie:

I1:6 — M.
Also existiert die obige Fortsetzung und ist eindeutig bestimmt.

Theorem 2.8
Seien X,Y € £2, und sei T eine Stoppzeit mit folgender Eigenschaft:

Li<ry X = lp<ny Yy (fast diberall in 1 x ).
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Dann gilt:

t t
Li<ry / Xy dWy = 1y<n / Y, dW, (fast sicher).
0 0

Literaturhinweis

Siehe [19], Theorem 6.4, S.89.

Beweis
1. Wir definieren Z € £* durch:
Zi(w) == Xi(w) — Yy(w).
Nach Konstruktion gilt:
Li<ry Zy =0 (fast iiberall in I x ).

Es gentigt, folgende Aussage zu beweisen:

t
Li<r) / ZsdWs =0 (fast sicher).
0

2. Sei A € £% mit folgender Eigenschaft:
li<ry Ay =0 (fast iiberall in I x Q).
Wir definieren Abschneidefunktionen ® : R — [—n, n] durch:

n  falls x € [n, 00);
o™ (z): =Sz falls z € (—n,n);

—n falls z € (—o0, —n)].
Wir definieren eine Folge (A™),cy in £2 durch:
A () 1= B (Ay(w)).
Nach Konstruktion gilt:

A (W)] < |Ad(w)| A

Li<ry A§”> =0 (fast tiberall in I x Q).
Nach Punkt 1 des Beweises von Theorem 2.7 gilt:
lim [|A™ — Al|,, =0.

n—oo
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3. Sei A € £% mit folgenden Eigenschaften:

[Ar(w)] < C.

Li<ry Ay =0 (fast iiberall in I x Q).

3.1 Nach dem Beweis von Theorem 2.7 gibt es eine Folge (A™),cy in & mit fol-
genden Eigenschaften:

A ()] < C.

AL .
AP =S 10 @ @) (= 10).
=1

2n

lim [|A™ — A, =0.

n—oo

Insbesondere gilt:

JTim [[1(sr) (A®) = A)[ . = 0.

3.2 Wir definieren eine weitere Folge (A™),cy in & durch:

2n
Al(fn) (w> - Z ]‘(ti—hti}(t) ]‘{ti71>7'(w)} ch(n) (w)
=1

Nach Konstruktion gilt:

A (w)] < C.

Li<ry Zlﬁ”) =0 (fast iberall in I x Q).
3.3 Seit € I, und sei 0.B.d.A. t = t;. Nach Konstruktion gilt:
t k
Li<ry / AP AW, =3 Lgeery Lpyon ® (W, = W) = 0.
0 i=1
3.4 Nach Konstruktion gilt:

Hl{fér} (AW — )| =0

o2
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Nach Konstruktion gilt ferner:

1) (A ) — A0 ()

2TL
< OZ Lot (0) Lisr)d | Lt srw)y — 1
i=1

2n
<C Z 1(t¢717t¢}(t) Lyt <rw)<ti}-
i=1

Daraus folgt:

2 Cc?T
< .
g2 = 2n

| sry (A0 = 0]

Daraus folgt insgesamt:

im 4 4

n—oo

£2

< lim ‘1{t§7—} (A(n) — A)‘

n—oo

02 n— oo

+ lim ‘1{t>r} (121(”) — A)‘

£2

< lim ‘1{t§7} (A(n) — A)‘

n—oo

: i) _ A
, + lim ll{m} (A" — A )‘

£

+ lim [[1gsry (A = A)][ g

22

=0.

4. Nach den Punkten 2 und 3 gibt es eine Folge (Z™),cy in & mit folgenden Eigen-
schaften:

Li<ry Zt(") =0 (fast tiberall in I x Q).
t
Lir<ry / ZM AW, = 0.
0

lim || 2™ - Z|| ,, = 0.

n—oo

Daraus folgt:

t t
0= / zM aw, ==, / Z,dW, (fast sicher).
0 0
Damit ist das Theorem bewiesen.
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O

Theorem 2.9
Sei X € £2, sei T € I, und sei T eine Stoppzeit mit 7 < T. Dann gilt:
T
0

/ X, dW, :/ Li<ry Xy AW, (fast sicher).
0

Literaturhinweis
Siehe [15], Proposition 3.4.5, S.38.
Beweis

1. SeiZ € I, und sei A € F;. Nach Theorem 2.7 gibt es eine Folge (X ™), cy in & mit
folgender Eigenschaft:
lim || X™ - X]|,, =0.

n—oo

Daraus folgt:
T T
14 / Xt(n) dw, 221, / X;dW; (fast sicher).
t t

Nach Konstruktion gilt:

lim [|14 1imq (XM = X)), = 0.

n—o0

Daraus folgt:
T T
/ La Lo X0V dW, 2225 [ 141005 XedW,  (fast sicher).
0 0

Habe X folgende Darstellung:
X (W) =D () 27 ().
i=1
Sei 0.B.d.A. t = t;. Nach Konstruktion gilt:

T n T
/ Liloy X0V dW, = Y 1400 (W, =W, ,) =14 / XM aw,.
0 i=k-+1 ¢

Daraus folgt insgesamt:

T T
/ Lalysy XedW; =14 / X, dW; (fast sicher).
0 t
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2. Wir definieren eine Folge (7(™),en von Stoppzeiten durch:

n+1
W) =D 11y ()
i=1
n T
= v
n
Agn) = {w €N t?_l)l <71(w) < tz(n)}.

Mit Hilfe von Punkt 1 erhalten wir:

n+1

T n+1 T T
/0\ 1{t>7-(n)} Xt th = Z /0\ 1Ai 1{t>t§n)} Xt th = Z 1Ai /t(n) Xt th
=1 =1 i

(fast sicher).

Daraus folgt:

T T T
/ 1{t§7.(n)} Xt th == / Xt th - / ].{t>7.(n)} Xt th
0 0 0

n+1 tg")
= 14, / X, dw,
i=1 0
#(n)

= X, dW; (fast sicher).
0

3. Nach Konstruktion gilt:
7™ (w) 2 7(w).

Nach Konstruktion hat I[X] stetige Pfade (fast sicher). Daraus folgt:

7(n) T
/ X, dw, 7= / X, dW, (fast sicher).
0 0

Nach dem Satz von Lebesgue tiber dominierende Konvergenz gilt:
Tim ([(Lj<rmy = Lp<n) X[ = 0.

Daraus folgt:

T

T
/ Lypcrmy Xe dW, =5 [ 1p<ry XodW,  (fast sicher).
0 0
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4. Aus Punkt 2 und Punkt 3 folgt insgesamt:

T T
/ X, dW, :/ Lit<ry Xy AW, (fast sicher).
0 0
Damit ist das Theorem bewiesen.
O

Definition

Wir setzen I zu einer linearen Abbildung fort:
I:88, — €.

Konstruktion

Sei X € £2 . Wir definieren eine Folge (7(™),,cy von Stoppzeiten durch:

t
7MW (w) ;= T Ainf {t € 10,7 / | X (w)]*ds > n} :
0
Wir definieren eine Folge (X (™),,cy in £2 durch:
XM (w) = Liprm )y Xe(w).
Wir definieren /[X] € €, durch:
(I[X])e(w) == (I[X™))(w) falls ¢ < 7M™ (w).
Nach Konstruktion gilt:
7MW 2% 7 (fast sicher).
Nach Theorem 2.8 gilt ferner:
1{t§‘r(")} (I[X(nJrl)])t(u)) = 1{t§7.(n)} (I[X(")])t(w) (fast SiCheI‘).
Also ist die obige Fortsetzung wohldefiniert.

Theorem 2.10
Sei X € £2 ., sei (1'"),en die oben definierte Folge von Stoppzeiten, und sei (X™),en

loc’

die oben definierte Folge in £2. Dann gilt:

(Mt t
/ X, dW, = / XM AW,  (fast sicher).
0 0
Insbesondere ist I[X] ein lokales Martingal.
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Beweis
Nach Konstruktion gilt:

t

t t [e'e]
/ XodWs = Loy / XM AW, + ) Lwsmstony / XF aw;.
0 0 0

k=n+1

Daraus folgt:

SOFN t 0 7(n)
/ XodWs = 100050 / XM AW, + ) Lmsmrtony / XPdw;.
0 - 0 k=n+1 - 0
Nach Theorem 2.9 gilt:
7(n) T
X aw, = / Lo sey X dW,
0 0 B
T
= / Lo sgy XM AW,
0
()
= / XM dw,.
0
Daraus folgt:
(M)At t 7(n)
/ XS dWS == ]_{T(n)Zt} / X'gn) dWS + 1{t>7(n)} / Xs(n) dWS
0 0 0

(WAL
= / XM dw.
0

Nach Theorem 2.9 gilt ferner:
(ML t
/ XS(TL) dWS = / 1{7—(")/\1525} XLgn) dWs
0 0
t
= / Ltz Lpomsgy X AW,
0

t
= / XM dw,.
0

Daraus folgt:

(ML t
/ X, dW, = / XM aw,.
0 0
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2.5 TItoscher Kalkiil
Voraussetzung

e Seien W ... W® unabhingige Brownsche Bewegungen.

Funktionenraum
Sei X € €. X heisst [toscher Prozess, falls gilt:
3 F,-messbare Zufallsvariable Z 3 A e £ 3 BW ... BP) c g2 .

loc loc*
t p t ) )
X, =7+ / Agds +) / BYAW®  (fast sicher).

Die Menge aller Itoschen Prozesse bezeichnen wir mit J.
Theorem 2.11 (Ortogonalitétsrelationen)
Sei i # j, und seien BY, BU) € £2. Dann gilt:

t

EPK/; B® dWs(i)) (/0 BY dWs(j)ﬂ ~0.

Beweis

1. Nach Theorem 2.7 gibt es Folgen (B™%),cn, (B"™7),cy in & Mit folgender Eigen-
schaft:

lim ||B™* — BW| ,, = 0.

n—oo

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung sowie der Itoschen Isometrie erhal-
ten wir:

‘ Ep[( /0 ' B de(i)) ( /0 t B dWS(j))]
t

~ e[ [ oawd) ([ s aws)]
0 0
< |ep( / (B~ BY) aw) ( / B aw?) ||
0 0
el f s aw) (f
0 0

(B() — BU)) de(j))} ‘

1

(] v

A
&
v,
| —
/~
c\
—~ -~
I
s
=
|
Sy
ey
N4
o,
=
=
~—
)
_
~—
(SIS



+ (Ep[(/ot Béi) dWS(i)>2]>§ (EP[</Ot(B§n7j) _ Béj))dWS(j)YD;
([ [t - ey (e [ 1m0 )
’ <EP{/ poRas]) (EPU 50— R as))*
0 0

< (1B = BO| g |B™7 o + 1BV 1B = BV

0.

2. Habe B™*) folgende Darstellung:
n,k n,k
B (w) =3 L () 3 (w).
=1

Sei 0.B.d.A. t = t). Nach Konstruktion gilt:

A
n.k k k
> oo —wil).

=1

t
/ Bk qw ®)
0

Daraus folgt:

Ep[( /0 ' B dWs(i)) ( /0 t B de(j)ﬂ

A
=33 Bplof™ o) (W —wi ) (W — i) ]

=1 m=1

Fir [ < m gilt:
Epl@)" o) (W) = Wil (W) = w,0))
= EplBp[®"" 00 (Wi = W) (W) = Wi I, ]
= Bp(0f") @) (W) = Wil ) Bp(We) = Wi )|, ]
= Bpl@)™) & (Wi = W) Ep[(Wy)) = Wi )]
= 0.

Fir [ > m gilt analog:

Ep[o) o) (W — Wi ) (W — W) )] =0,
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Nach Voraussetzung sind W® und W) unabhéngig. Daraus folgt fiir [ = m

Epla™ o) (W —wi )y (W — W)

= Ep[Ep[o{™ o) (W) — W ) (W — W) F, ]

= Epl@"" & Ep] (W — Wy (WP — W )|F,,]]

= Bp[@{" &™) Bp[(W) — W )| F,_ JEPKWU WD) Fi )
= Bp[@{™ o) Bp[(W." — W) Ep(WY — W )]

=0.

Daraus folgt insgesamt:

t t
EPK / B dWS@) ( / Bmi) dWS(”ﬂ ~0.
0 0

3. Nach Punkt 1 und Punkt 2 gilt:

Theorem 2.12 (Eindeutigkeit der Itoschen Zerlegung)
Sei X € J mit folgenden Zerlegungen (k =1,2):

t p t
X, = 2% +/ AW ds + Z/ B*D AW D (fast sicher).
0 — Jo

Dann gilt:

7MW = 72 (fast sicher).
AW = AP (fast fiberall in I x Q).

BW) = B2 (fast iiberall in I x Q).
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Literaturhinweis

Siehe [14], Exercise (5), S.77.

Beweis

Sei X =0 € J mit folgender Zerlegung;:
t p t ) )
Xy =2+ / Agds + Z/ BWAW® =0 (fast sicher).
Es geniigt, folgende Aussagen zu beweisen:
Z =0 (fast sicher).

A =0 (fast iiberall in I x ).

B®W =0 (fast iiberall in I x Q).
1. Nach Konstruktion gilt:

Z = Xo =0 (fast sicher).

2. Wir definieren Folgen (¢™),cx, (T")en, . . ., (T0P) ,cn sowie (7M),,c von Stopp-
zeiten durch:

o™ (w) := T Ainf {t € [0,T] /Ot |Ag(w)|ds > n} :

t
7 (W) ;= T Ainf {t € [0, 7] / |BO(w)|?ds > n} :
0

7™ (w) == o™ (W) A T(”’l)(w) A AP (w).
Nach Konstruktion gilt:

7 2% T (fast sicher).

3. Wir definieren M € €, durch:
Pt .
My=>" / BY daw®.
i=1 70
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Nach Konstruktion gilt:

t
Mt:_/ Ast.
0

Wir definieren eine Folge (M (™), cn von stochastischen Prozessen durch:
M™ = M o .

Nach Konstruktion gilt:
M™ 22 A, (fast sicher).

Wir definieren Folgen (A(™), o in £ sowie (B™Y),cn, ..., (B™P),cy in £2 durch:
Agn) = Ly<romy At

Nach Konstruktion gilt:
AM 2220 A (fast iiberall in 1 x ).

B 22, BO) - (fast iiberall in I x Q).

. Nach Theorem 2.9 und Theorem 2.10 gilt:

P rmat ‘
MM = / B dw
i=1 0

p oM AFD) A AF(P) A
_ (4) (@)
= / B qw!
0

=1

cMIAT2) A AT(PI AL
= / 1{t§7.(n,1)} Bgl) dWS(D + ...
0

oM AT DA AT (p=1) A
o+ / Liycrnmy Bs(p) dWS(p)
0
=3~ [ty BO W
i=1 70

p t
=y / B aw ),
i=1 70

Insbesondere ist M ™ € 9. Nach Konstruktion gilt ferner:
T(MIAL t t

M =~ / Ayds = - / Lypiny Asds = — / Al ds.
0 0 0
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5. Wir definieren ték), e ,t,(f) € [ durch:

W ._JT
t] o T.
5.1 Nach Konstruktion gilt einerseits:

e[S |

i)+

2

t(k) t(k)

M(")

k 2
(n) a ()
= > (e | | ) |25 [MWMWD

Jj=1

Nach Konstruktion ist M ™ ein Martingal. Daraus folgt:

Ep [M((Q M) | = Ep[Ep [M((k) e | F ]|
= Ep| M%) Ep| M| F
i il Rl e
= Ep ‘ t<k>
Daraus folgt insgesamt:
- (n) (n) ’ - (n) ’ (n) ’
EP{Z Mt;) a Mtg’z)l ] =2 (EP[ Mtg% } a EP[ Mtglz,)l ])
J=1 j=1
2 2
sl )<
_ g H 2 2]
= Ep| |My
— |||
1M g

5.2 Nach Konstruktion gilt andererseits:

k
S
£ T
< B, [, 1105 ([ 1a0100)]

t<k) t<k>



Nach dem Satz von Lebesgue tiber dominierende Konvergenz gilt:

¢

limsupEp[ max /J \Ag”)]ds} = 0.
j=lk J,0)

k—o00 y
j—1

Daraus folgt insgesamt:

k
lim sup EP[Z

k—o0

2

| =o.

(n) (n)
Mt(k) Mt(k)

Nach den Punkten 5.1 und 5.2 gilt:

k
42095y = timmsup | 3

J=1

2

| =0

. Nach Punkt 4 und Punkt 5 gilt fiir fast alle w € Q:

(n) (n)
M — M)
J j—1

t
0=M"w) =— / A () ds.
0

Nach Konstruktion ist A(w) € L'(I). Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung folgt daraus:

AM™(w) =0 (fast iiberall in ).

Daraus folgt:

T
/ AP ()] dt = 0
0

Daraus folgt:

EP[/OT1A§">|dt} ~0

Daraus folgt:
A™ =0 (fast iiberall in I x Q).
Nach Punkt 3 folgt daraus:

A =0 (fast iberall in I x §2).
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7. Nach Punkt 4 und Punkt 5 gilt:

n) 112
0= [|a]|y,

T . . 2
/ B aw| |
0

p j-1

233 5 [ ( / ! B th@)> ( / ! B th@))].
0

=2 i=1 0

Nach der Itoschen Isometrie gilt:

2} - EP[/OT |B§"’“|2dt}

Nach den Ortogonalitatsrelationen gilt fiir ¢ # j:

T . . T . .
Ep( / B aw) ( / B aw?)] <o,
0 0

Daraus folgt insgesamt:

P T '
ZEP[/ |B§"’Z)\2dt} ~0.
i=1 0

Daraus folgt:

T
Ep| / B aw,?
0

B = (fast iiberall in I x Q).
Nach Punkt 3 folgt daraus:
BW =0 (fast iiberall in I x ).

Damit ist das Theorem bewiesen.

O

Definition

Seien XM X®) € J mit folgenden Zerlegungen:

+ p t
XM =z 4 / AP ds+3° / BED AW (fast sicher).
0 i=1 70
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Wir definieren <X(1) ‘ X(2)> € J durch:
Pt
<X(1) ‘X(2)>t = Z/o B B2 ds  (fast sicher).
i=1

(XM | X®) heisst quadratische Variation von X und X@.

Definition

Sei X € J mit folgender Zerlegung;:
t p t ) ]
X, =7+ / Asds + Z/ BWAW®  (fast sicher).
0 — Jo
Sei ferner Y € €;,.. Wir definieren:

t t p t
/ Y, dX, := / Y, Agds+ ) / Y, B AW (fast sicher).
0 0 — Jo
Kurzschreibweise:

p
dX, = Acdt+ Y BY aw”.
i=1
Notation

1. Seien 2!, ..., 2" € R. Wir schreiben:

2. Seien XM ..., X™ stochastische Prozesse. Wir schreiben:

X=X x™).

g e ey

Theorem 2.13 (Itosche Formel)
Sei f € CY2(I x R, R), seien XV ... X €3, und habe X folgende Zerlegung:

t p t
Xt(k) — k) +/ AW ds + Z/ BED AW (fast sicher).
0 i=1 70

Dann gilt:

f(t, X)) = f(0,X0) + i %(5,73) ds—l—Z/ ﬁ(s,ys)d){gm



+ = Z/@xk%lsx )d{(x® | xOY

"of — of  —
:f(O,Z)—i—/O 8—{(5,Xs)d5+2/ 81{;( LX) A®) ds

k=1"0
n p t af
+ZZ/ W(s,XS)Bg’”) daw
k=1 i=1 0 x
1 G [F 0% (k) (i)
+_ ZZ 8xk8xl( 7X5)BS B dS
k=1 i=1 70
(fast sicher).
Kurzschreibweise:
- of = Of (k)
df(t, Xe) = —-(t, Xy) dt _k(tht) dX;
ot p Oz
1 < 02
3 7{@, X)d (X[ x0),
k=1
) "0 D
a—{(t,Xt) dt+za—i(t,xt)A<k> dt+ > —J;(t,Xt)B’“ aw?
k=1 k=1 i=1
I xm = Pf o ki) o)
— —(t, X,) B,/ B,V dt
2 k,l=1 1=1 8$2
Literaturhinweise

1. Siehe [14], Theorem 2.52, S.51.
2. Siehe [19], Theorem 8.5, S.127.

Beweis
1. Wir definieren eine Folge (7)), cn von Stoppzeiten durch:
0 falls Z(w) > v;
(R w) =

T sonst.

t
oM (W) :== T Ainf {t el / |AP) ()| ds > 1/} .
0
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t
BWED (W) == T A inf {t cl / | B2 (w) ds > V} :
0

AR () := T A int {t el

SR (1) —T/\mf{té[

T (W) = D) AL AP (W) A D (W) AL A e (W)
A BELDWY A LA BEP (W) A AWED () AL A AP ()
ASEED (W) A LA ST ().
Nach Konstruktion gilt:
W) 222 T (fast sicher).
Deshalb gentigt es, folgende Aussage zu beweisen:

f(t A T(V)7Yt/\7—(”))

tAT() n tAT(V)
—s0.2+ [ DX+ [ 2 X Al
0 k=170

n p tAT() 8f " "
+ZZ/ o (5. %) B D qwl

n p tar®) 82f

1 _ -
(k) gl-)
+3 §j§::/ (s %) B B ds

(fast sicher).

2. Wir definieren tg, ..., t,, € I durch:

ut
t, = —.
K m

Damit gilt:
FEATY X, p0) = f0,2)
=> ( (tu AT X nr)) = f(Epea A T(V)7Ytu,1/\r(”)>
pn=1
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(f(tu A T(V)ayt#/\r(uﬁ - f(tu—l A T(V)7Ytu/\r('/))>

I
\E

1

=
Il

m

+ Z (f(tu—l A T(V)vytu/\T(V)) - f(tu—l A T(V)vytufl/\ﬂv))>

p=1

(f (tu AT Xy pr)) = Fltua AT ("),Xmmv)))

[
NE

1

m o tu/\T( tM/\T(V)
+ Z <f <t,u_1 A T(V), Xtufl/\'r(‘” _|_ / ds + / W(Z )

u=1 t# 1/\7'(”) 1/\T(")

_ f(tu—l VAN 7-(”)77@71/\T(u) + / ))

H 1/\7'(”)
m o tu/\‘r(”) —)
+ Z <f (t#_l /\ T(V)7 Xtufl/\‘l'(y) + / B dW >
pn=1

P‘ 1/\7'(“)

=
Il

tu/\T(V)

_ f(t#_l N 7-(”)77%71/\7_(,/))).

Nach der bekannten Theorie der Riemann—Stieltjes—Lebesgue—Integrale gilt:

NE

(f(tu A T(V)’yt”/\ﬂ'/)) - f(tp,—l A 7_(V)7715M/\’r(”))>

1

tAT(®)
=%, / g(s, X,)ds
0 ot

=
Il

(fast sicher).

m o t#/\T(V) o p tu/\T(") —0) )
Z( (N AT, e +/ A, ds+Z/ B dWy))
t t

pu=1 p—1AT) i—1 Jtu—aAT®)

—f< A )XtHIAT(V)JFi/ BY dwgg)))

i=1 tM_1/\T(V)

tAT()

(fast sicher).
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Deshalb gentigt es, folgende Aussage zu beweisen:

tH/\T(")

m » | |
Z (f <tu_1 VAN T(V)7ytu,1/\7—('/) + Z/ Egz) dWS(Z))

p=l im1 7 tu—aAT()

_f( 1/\7' v) Xt# 1/\7’<V))>

n o)
m—o00 p tA 8f J— ) (4)
=22 (s, X,) B aw,

1 i=1 /0 oxk s s

1 n p tAr(¥) 82f B | |

2 X .) B9 gla) q
' 2 kgl i=1 /0 oz 8l’l< s) B; o ds

(fast sicher).

. Nach dem Restgliedsatz von Lagrange gilt:

= -~ 09 e L ~ kol
_k:1 wk(m)y +2 - axkaxl( )y y
n 1 829 829
+kl1(/0 <a o (T HAY) = 5o )) (1= dr)

Daraus folgt:

u/\T(’/)

p . '
f(tu—l A T(V)7 Xtufl/\’r(,/) + Z/ BL(:) dWs(Z)> - f(tu—l A T(V)a Xt‘u,1/\’r(l'))

i1 Y tuant®)

tu/\T(V>

_ZZ ,u 1/\7' )ytﬂl/\f(u))(/t

=1 =1 ,u—l/\'f'(y)

2 Z Z &vk 8:}51 bu-t A T(V)’ytu—l/\v'(”))

kl 14,j=1

tu/\T(V) tu/\T(V>
X (/ ng’i) dWS(i)> (/ Bél’j) dWs(j)>
tufl/\T(V) tufl/\'r(u)
J— p tu/\T(’/) — '
0 t

k,il=11%7=1 — H_1/\T<V)

B awl?)

o .
_ W(@hl A Tt )7Xt#_l/\7_(u))) (1 - )\) d)\)
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tM/\7'<”) tM/\T(V)
< / B aw ) ( / B aw ).
ty_ 1 ATW) ty_ 1 ATW)

H= n—

Deshalb gentigt es, folgende Aussagen zu beweisen:

m n L tuAT) . .
SO Y htt nX ([ maw)
p=1 k=1 i=1 tu—1AT®)
/t/\T(")
m—eo, Z BED Q@
k ) s s
k=1 i=1 O

(fast sicher).

Z Z Z axk 8931 bu-1 A T(V)’Yt,u—l/\T(”))

p=1k,l=14j5=1

tu/\T(V> tu/\‘r(’”
% (/ Bk de(i)) (/ B dWS(J'>>
t‘ufl/\’r(l’) t‘uil/\'r(l’)

tAar(¥) 62 o ' ‘
m—oo, Z / xk o S Xs) ng,z) Bgl,z) ds
k=1 i=1
(fast sicher).
>3 (f S 7 0
< < (t 1A T(V),Xt A A / E; dWS(Z)>
p=1ki=1ij=1 0 Ok’ o im] Jtu—iAT®)
0 f N =
— et AT K, ) (1= N d))
tu/\ﬂr(”) tu/\T(”)
< ( / B aw ) ( / B9 aw D))
t;l,—l/\‘r(y) tl,‘_l/\‘r(”)
m—0o0 0

(fast sicher).

4. Nach Theorem 2.9 und Theorem 2.10 gilt:

tuAT®) ‘ ' tu
/ ng,Z) dWs(l) = / Lis<rony B )dW (fast sicher).
t 1

ufl/\T(w tu—
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Insbesondere ist der Integrand auf der rechten Seite in £2. Nach Theorem 2.7 liegt
S dicht in £2. Mit Hilfe eines Approximationsargumentes folgt daraus:

0 . tunT®) ) )
/ (tp—l A T(V)a Xtu_l/\T(W) </ ng’z) dWs(l))
t

ox* o1 AT()

tu/\T(V) af
/tl/\T(V) 8£Uk( et t“_l) ® ®

"

Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue tiber dominierende Konvergenz erhalten wir:

S of ~ i
Z 1(tu,1/\7<u),t“m<”)](5> @(t#—lv Xtuq) ng’ )
pn=1

—_—

- 1{S§T(u)} @(S,Xs) Bs(k’z)

Mit Hilfe von Theorem 2.9 und Theorem 2.10 folgt insgesamt:

m n p af o ty,/\T(V> 4 '
>0 gk -1 T, X, irew) ( / B*9 dWS(’))
u=1 k=1 i=1 z tu—1AT®)
moce Ny N~ [ of (. % gt

m Z Z/O 1{3<T(")} W(& Xs) Bé 2 dWS(l)
k=1 i=1
n_p tar()
of /. i i
:ZZ/O @(Saxs)Bﬁk’)dWs”
k=1 i=1

Damit ist die erste Aussage in Punkt 3 bewiesen.
5. Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung erhalten wir:

m 1 an ) - p tunt) — ) "
9T (¢ A X o+ A B dWZ>
Z(/o (rgr (AT R o + Z/t e

#71/\7'(”)

Ep[

L= i=1

0 f -
o n e, Xtu_wm)) (1-\) dA)

tu/\ﬂr(”) tu/\T(”)
< ( / B aw) ( / B awd) ||
t t

H‘lAT(V) /,,_1/\7'(”)
! 2 p tuAT)
9T X 3 T H0 gt
) (4)
= br [#Ell,a),(m /0 <8xk8xl (tufl AT ’Xtu—1/\7<") + A /t ) Bs dWs )
=1 u—1AT
o0 f




m lf‘u,/\‘l'(y> tu/\7'<u)
X Z / Bék’i) dWs(i) / Bgl’j) dWS(j) }
p=1 tu—1 AT ty—1AT®)
1 2 p tuAT()
o7 X B0 i
P A A o
( F #Ell,a)i:m /0 Oxkoxt \'H 1LAT tu—l/\7'<)+ ; o AT) s s
2
02f o ,
B ok Ox! (tufl N 7'( ),Xtu_l/\r(l’))> (1 — )\) dA ])
m tu/\T(V) tu/\’T(V> 2 1
(e[| [ mroawe] [T paws)| ) )
le tufl/\T(”) tufl/\T(u)

Nach dem Satz von Lebesgue iiber dominierende Konvergenz gilt:

1 an W) 5 P tu/\T(V) — (i) ()
B (5o (et AT X ro + A / B aw)
F .“irllya)fm \/0 oxkox! p-l AT tyu—1AT®) + ; 1A ) s s
an 2
o1k O (tlkl AT 7Xt#_1/\r<l/))> (1 — )\) dA ]
m—0o0 0

Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung erhalten wir:

m | ptant® tuAT(®)
EP[ Z/ ng,i)dWS(i) / Bél,j)dws(j)
le tufl/\'r(") t,ufl/\T(U)
<u((3

)(E
)
)"

)2
t#/\T(V)

/ B )
t

,ufl/\T(V)

t#/\‘r(”)
/ B qw )
t

M71A7<V)

)

m

< (=[( 32

p=1

tu/\T(”)
/ B aw
t

nw—1 /\7-(11)

m

X (E;:[(Z

pn=1

tu/\T(V)
/ Bgl’j) dWs(j)
t

u—l/\T(V)
2 ) 2
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Nach Konstruktion gilt:

m t,ﬂ\TOj) _ 4
s (S][ s aw
p=1 |7t

,_Lfl/\T(l’)




4

m tu/\T(V)
= ] / B0 aw )| |
t

u=1 p—1 AT
m-l m tuAT) ) ‘ 2 tanT®) ' ‘ 2
230 3 B / B qw ) / B aw| .
p=1 A=p+1 tp—a AT tx_1 ATV

Mit Hilfe der Itoschen Isometrie und einer Argumentation wie im Beweis der Or-
togonalitatsrelationen erhalten wir:

m t#/\’r(”)
S B / B AW
p=1 ¢

S
M_l/\T(V>

4

tu/\T(V)
/ B qw ()
t

H*lAT(V)

§4y2§:Ep[
pn=1

tAT()
2042 Ep[ / | Bk st}
0
< 4
m—1 m tuAT®) 2 AT 2
> 2 Br / B div / B aw | |
p=1 A=p+1 tu—1AT®) ta_1AT®)
m—1 tuAr(®) . | m taAT(®) ‘ 2
=Y | / B aw | Ep| 3 / B awd) |7, ]
p=1 tu_1/\‘l'<") A=p+1 t>\71/\7(’/)
on m—1 tunr®) ‘ ' 2 m AT ‘ ' 2
I"IOg EP|: / Bék,l) dWS(z) EP|: Z / ng,z) dWS(z) ‘-}tt#:H
=1 tu—1AT®) A=p+1 tx—1AT®)
m—1 tu/\T“’) ' ' 2 AT (V) ' ' 2
- Ep[ / BED qw @ Ep[ / BED qw @ ‘}}uH
p=1 tu—1 AT tuAT®)
m—1 tu/\‘r<”) ‘ ' 2
<ur Y E[| [0 pEaws) |
/’L:]‘ t#71A7<V>

I tm_l/\T(V) )
10 42 Ep[/ | Bk |2 ds]
0

< 44
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Daraus folgt insgesamt:

= L, o2f o) ~ Pt AT®) — o
EP[ Z(/ (m(tu—l/\T 7XtN1AT(v)+)\Z/ ()Bs dW; )
pn=1 0 i=1 tpu—1 ATV
0*f _

~ 9 o0al (tu—1 A\ 7—(11)7 Xtuﬂ/\T(”))) (I=2X) d/\>

tu/\fr(w tu/\T(V)
« ( / B9 aw®) ( / BLD aw )
th ty

,1/\7'(”) 71/\7'(”)

)

m—00
— 0.

Damit ist die letzte Aussage in Punkt 3 bewiesen.

6. Sei i # j. Nach Konstruktion gilt:

m aZf ) ¥
Ep |: W(tuil NT ’Xtu—l/\T(”))
pn=1
tunr®) tunr®) 2
< ( / B aw) ( / B aw) | |
t#_l/\T(V> t#_l/\T(u)
m 2
-3 |52 A
tuAr®) 2| ptunr® 2
x / B Q) / B aw| |
tu—1ATW) tu—1AT®)
(d 0*f ) ¥
+22 Z Ep{ o Gt AT X ) m g a g (et ATV X e
! oz a ok Ox
tuAT() tuAT()
" ( / Bk dWU)) ( / B dWU))
tufl/\‘r(l’) tufl/\‘r(y)
tAAT®) AT
x ( / B dWS(")) ( / B dWs(j))].
ta_1AT() ty_ 1 AT

Mit Hilfe der Itoschen Isometrie und einer Argumentation wie im Beweis der Or-
togonalitatsrelationen erhalten wir:

> v 5

2

(tu_l /\ 7_(11)7 Xtufl/\T(V))

ok axl

o1



X

|

tM/\T(V)
/ Bgl’j) dw )
t

S
/,Lfl/\T(u)

tuAT™) 2
/ Bk qw®
t

#71/\7'(”)

t#/\‘r(")
/ Bgl’j) dWS(j)
t

#71/\7'(1’)

tuAT) 2
/ B*D aw
t

”71/\7'(”)

tu/\r(”)
/ BFD qw )
t

#71/\7'(”)

|

tuAT)
/ Bgl’j) dWs(j)
t

,ufl/\T(V)

sczijp[
p=1

2 2

oLt N By [ } Ep
pn=1

tuAT™) tuAT™)

woym [T propa)e] [T pral
pu=1 tufl/\T(U) t,u,fl/\T(U)

tM/\T(V) ' tAr()
< C( - EP[ / B2 dSD EP[ / | Bg,j>|2ds]
t 0

p=1,...m Mfl/\T(V)

m—00
— 0.

Nach Konstruktion gilt fir p < A:
0 f

oxk Ozt

o2 f -

(tu—l A T(V)77tufmv<">)m(t>\—l A T(V)a XtA—l/\T(’/))

EP[

tuAT®)

tuAT®)
< ( / B aw ) ( / B aw D))
tu—1 AT tu_1AT®)

i

t)\/\T(U) t)\/\T(V)
< ( / B aw ) ( / B9 aw )|
t)\,l/\‘l'o’) tAfl/\T(V)

0% f _ 02 f

= Ep [W(t,hl AT, Xtu_mﬂw)m(hﬂ AT X ae)

tu AT

tu/\‘r(")
< ( / B aw ) ( / B aw )
tu—1AT®) ty 1 AT®)

n

t/\/\T(V)

X Ep|:</t . )Bék‘,i) dWS(i)) </t
A—1NATW

A—1AT®)

t)\/\T(V)

B aw) |7, ]

Mit Hilfe einer Argumentation wie im Beweis der Ortogonalitatsrelationen erhalten
wir fir p < A:

t/\ /\T(V)
([ ) (]
ta_1AT®) t

)\71/\7(”)

t)\/\T(y)

Bgl,j) dWS(j)> ‘-7:@_1} —0.

o2



Daraus folgt insgesamt fiir i # j:

Ep[

m 82 =
D gttt AT Koy inoc)
p=1

t#/\-r(”) t#/\-r(‘/)
(0 BEane) ([T B aw)
tu—1AT®) t

p.—lAT(V)

2

]

m—00
— 0.

Nach Punkt 3 gentigt es also, folgende Aussage zu beweisen:

Z Z Z axk 3xl A T(V)>7tu_1/\r<v))

p=1 kl=1 i=1

t#/\‘r(") tu/\‘r(")
< ( / Bk dWy)) ( / B aw )
t#_1/\T(V>

t#_1/\T(V)

tar®)

e Sy [ S X B B
.77 X

k=1 1=1

(fast sicher).

7. Nach dem Satz von Lebesgue iiber dominierende Konvergenz gilt:
m an -
W<t“_l VAN T( )7 Xtuil/\'r(’/)) (/t
=1

M_1/\T<V)

t#/\T(V)

B B ds)

m

tu/\T(V) a2f

_Z kAl ™) X (ki) (L9
N /t Ar(v) OTF Ot tua ATV Xy pr) BSY BV ds
pn=1 u—1A\T

tAr() an . ) )
m—oo, W(S,Xs) ng,z) Bgl”) ds
0

(fast sicher).
Nach Punkt 6 gentigt es also, folgende Aussage zu beweisen:

Z Z Z &Kk a z 1A T(V)>7m—1/\r<v))

p=1 kl=1 i=1

t#/\T(V) t#/\T(V) 7tu/\,,.(u)
< ( / B aw ) / B aw ) / Bk B 4
tyu—1AT®) tyu—1AT®) t

/,L—l/\T(V)

7%, 0 (fast sicher).
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8. Wir definieren Zufallsvariablen Z*49 durch:

Z(u,k,l,i)

tu/\T<") tu/\’r“’) w
~( / B aw ) ( / B aw () - / B%9 B ds,
t t ty—1ATW)

ufl/\ﬂ'(“) ,ufl/\T(U)

Nach Konstruktion gilt:

- Oxk Oz
—
230 B B[t AT )
p=1 A=p+1
52
oxk g l <t>‘_1 A T( thﬂ/\T(”)) Z(M wO Z(A wD
<Y Bpllzmsio
pn=1
25 3 B[l A R, )
=1 A=p+1

0°f W) X ki) (kL)
X (-t AT X arw) :

oz 0!

Nach Konstruktion gilt fir p < A:
82

0 f N =
P |:85L’k Ox! (tum A7, Xipornr») Ok Ol (B AT X pr)

A Z()\,k,l,z’)]

o°f - 0> f =

=FEp [EP [&L‘k Ol (tuq A TW) Xtu Arw )) = R (troq A # )’Xt)\,l/\r("))

w7k Li) 7 (\k,Li) ftz\—lj|i|

0*f - % f N

=Ep [axk ot (=1 7. X, ) Sk 5t (PA-1 T X )

o« (k) EP[ZWW)IEA_J]

o4



Mit Hilfe einer analogen Argumentation wie im Beweis der Itoschen Isometrie sowie
der Polarisationsgleichung fiir Skalarprodukte erhalten wir:

) tAT()

tu AT ) ) ) )
EP [(/ ngﬂ) dWs(Z)> </ Bsgm) dWs(Z)> ‘Ft)\—l:|
tufl/\’r(u) tufl/\T(V)

t#/\T(V)
- EP[ / BED B g
t

M_1/\T<V)

ftH].

Daraus folgt dquivalent:
EP[Z(A7k7l7i)|EA,1] —0.
Daraus folgt weiter:
_Or
Oxk Oxt
w7 (skli) Z(,\,k,u)]

_ 02 f

Ep (t#_l A\ 7_(1/)’ XtH,1AT(”)) W

(t>\—1 /\ T(V) ) yt)\,l/\T(u) )

=0.

Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung erhalten wir:

i ‘Z,uklz ]

tuAT®) 2
/ BHD aw ™
t

y—lAf(V)

2

tu/\T(U)
/ B aw
t

u—lAT(V)

)

)= )

tar®)
</ |B§k,i) Bgz,i)| ds)]

SQiEP[
pn=1

2

tu AT
/ ng,z) Bgl,i) ds
t

”‘71/\7'(1’)

tuAT)
/ BED qw
t

S
;l,*lAT(U)

tuAT®)
/ B aw®
t

S
“71/\7'(’/)

tuAT™)
+2Ep[< max / |B) BED| ds
¢

Mfl/\T(V)

)

tunr®)

/t B(’“dW() )
e
))

H,1AT(”)

tu/\T(”)
/ B aw®
t

S
M—lAT(D)

[N
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tuAr®) , , tAr) , .
+2Ep[< max / | Bk Bg’”|ds>< / | Bk B§“>|ds)].
= t 0

;Lfl/\T(U)
Nach dem Satz von Lebesgue tiber dominierende Konvergenz gilt:

tuAT™)
/ B qw ()
t

;1,71/\7—(’])

Ep max
L\ pu=1,....m

- tuAT) ' ' ATV ' ‘
Bp | (, mas / [BE9 B0 as) ( / [BED B ds )| =0,
i \ ;

Mfl/\r('/) s s
In Punkt 5 wurde gezeigt:

2\ 2

> } < C v

m tu/\‘r(”) ] )
Ep [ < 3 / B g )
p=1 |7t

p—1 /\T(V)
Daraus folgt insgesamt:

2
}mo‘

EPH Z 7

W(tu—l AT, Xy nri) ZEFD
pn=1

Damit ist das Theorem bewiesen.

2.6 Stochastische Differentialgleichungen
Voraussetzungen

1. Seien ZW ..., ZM™ Fy-messbare Zufallsvariablen.

2. Seien aM, ... a™ : I x R* — R.

3. Seien bWV . b [ x R — R.

Anfangswertproblem

. p t
2 [ TS [ T
0 i=1 70
Kurzschreibweise:
p
dXt(k) _ a(k)(t’YO dt + Z pks) (t7yt) th(z).

=1
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X =z,

Definition

Seien XM ..., X € 3. X heisst Lisung des obigen Anfangswertproblems, falls gilt:
1 a®(,X,) € L
2. bki(,X,) € £2

loc*

3. X®) besitzt folgende Zerlegung:

t p t
XM =z 4 / a®(5,X,)ds + > / b* (s, X,) AW (fast sicher).
0 i=1 70

Theorem 2.14 (Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen)

Seien folgende Voraussetzungen gegeben:
1. ZW, ... ZM™ gendigen den folgenden Integrabilititsbedingungen.:
Ep[|ZW)?] < .

2. aW, ... a™ sowie bWV 6P sind stetig.

1,1)
.

3. a, ... a™ sowie b ., b™P) geniigen den folgenden Wachstumsbedingungen:

P (7)< C 1+ |2+ ... +]z")).
bED ()| < C(1+ |2t 4.+ |z")).
4. aM, ... a™ sowie bV ... b™P) gendigen den folgenden Lipschitzbedingungen.:
a®(t,7) = a(t,7)] < C (2" = y'| +... + |2" —y")).
"t 7) — 6" ()| < O (|2t =yt + .. 4 |2 —y")).

Dann gilt:
(a) Das obige Anfangswertproblem besitzt genau eine Losung X .
(b) Die Losung X besitzt folgende Regularitit:

Xk g,
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Literaturhinweise
1. Siehe [15], Theorem 3.5.5, S.53.
2. Siehe [1], Satz 6.2.2, S.118.
3. Siehe [14], Theorem 3.22, S.112.

Beweis

1. Wir definieren ein Funktional ® : ¢” — ¢™ durch:

t p t
(@P[X]), == ZzW + / a® (s, X)ds+ ) / bR (s, X ) AW,
0 i—1 Y0

Offensichtlich ist X € €” genau dann eine Losung des Anfangswertproblems, wenn
X ein Fixpunkt von ® ist. Wir wollen zunachst mit Hilfe des Banachschen Fixpunkt-
satzes zeigen, dass ® genau einen Fixpunkt hat. Dazu verwenden wir folgende Norm

in €":
Xl = > 11X
k=1

2. Wir zeigen, dass ® tatséichlich eine Selbstabbildung auf € ist. Sei dazu X € €™.
Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz—Ungleichung in L*(€2) erhalten wir:

B, < 0+ 2( 3 Bz + SB[ [ a6 Xas)]

—i—iiEp[sup

k=1 i=1 tel

2

)

t
/ b (s, X,) dW
0

Nach Konstruktion gilt:
Ep[|Z™?] < 0.

Mit Hilfe der Wachstumsbedingungen fiir a®) erhalten wir fiir eine geeignete Kon-
stante K > 0:

wel( [ a6, X ds)] < 72 [ sup [ (1, ]

tel
< KT+ ||IX|)

< 00.
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Mit Hilfe der Itoschen Isometrie sowie der Wachstumsbedingungen fiir 5%+ erhalten
wir fiir eine geeignete Konstante K > 0:

2 T
| < B / 69 (5, X ) s
0

<TEp [sup |b(k7i)(t,7t)|2]

tel

t
/ b (s, X ) AW
0

Ep [Sup
tel

< KT(1+|X|[5)
< 0.
Also ist ®[X] € €.

. Sei ©® € [ mit © < T. Wir betrachten nun © an Stelle von 7. Wir_ze_igen, dass ®
fiir hinreichend kleine © eine Kontraktion auf €” ist. Seien dazu X,Y € €". Mit
Hilfe der Cauchy—Schwarz—Ungleichung in L?(f2) erhalten wir:

[®[X] - B[Y]|

SRSV OIA[GANTEES SEFLIS ST
k=1 0

+ i i Ep [ sup

k=1 i=1 0=t<®

2

)

Mit Hilfe der Lipschitz-Bedingungen fiir a*) erhalten wir fiir eine geeignete Kon-
stante K > 0:

t
/ (b*D (5, X,) — b*) (5, Y,)) dW D
0

<0 Bp| swp [a®(t, X)) - a(s,7)P]

0<t<®
<K& XTI,
Mit Hilfe der Itoschen Isometrie sowie der Lipschitz-Bedingungen fiir 5% erhalten

wir fiir eine geeignete Konstante K > 0:

2

t
/ (b*D (5, X,) — b® (5, Y,)) dWD
0

Ep [ sup
0<t<O

(€]
<Bp[ [ 1 X as
0
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< @EP[ sup [6®D (¢, X,) — b (2, 7,2

0<t<©
<Ko X7
Insgesamt erhalten wir fiir eine geeignete Konstante K > 0:
|2X) - 31|, < KO @©+1) XY

Dabei héngt K nicht von der speziellen Wahl von © ab. Insbesondere gilt fiir
hinreichend kleine O:

12[X] = 2¥]len < 5 X = Yl

N | —

Also ist ® eine Kontraktion auf ¢”.
4. Wir zeigen nun die Existenz von Losungen des Anfangswertproblems.

4.1 Wir betrachten wieder © an Stelle von 7. Nach Punkt 2 und Punkt 3 ist

§ : €" — " eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt
® genau einen Fixpunkt X € €". Nach Punkt 1 ist X die eindeutig bestimmte
Losung des Anfangswertproblems im Zeitintervall [0, ©)].

4.2 Sei v € N mit v©O < T. Wit betrachten das folgende Anfangswertproblem:
t o Pt o .
XM =x% 4+ / a®)(s,X,)ds + Y / o (5, X ) AW,
vO i=1 vO

Wie oben erhalten wir die Exeistenz und Eindeutigkeit einer Losung X € ¢”
des Anfangswertproblems im Zeitintervall [v ©, (v + 1)© A T].

4.3 Nach den Punkten 4.1 und 4.2 besitzt das urspringliche Anfangswertproblem
genau eine Losung X € €" im Zeitintervall [ = [0, 7.

5. Sei Y € J eine weitere Losung des Anfangswertproblems. Wir beweisen folgende
Aussage:

X, =Y, (fast sicher).
Nach Punkt 4 gentigt es, folgende Aussage zu beweisen:
Y ee”
6. Wir definieren eine Folge (7(*)), ¢y von Stoppzeiten durch:

o P(w) = inf {te 1| YO w) 2 v},
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t
ﬁ(u,k,i)(w) — inf {t el / \b(k7i)(s,75(w))|2 ds > 1/} .
0

T (W) =T Aa®DV (W) AL AP (W) A BEED (W) AL A BEP ().
Nach Konstruktion gilt:
W) X227 (fast sicher).

7. Mit Hilfe des Anfangswertproblems fiir Y sowie der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
in L*(Q) erhalten wir:

Ep [ sup |Y:s(k) |2]

0<s<T(AL

T AL 9
<O+2)(BlZOP + Bp[( [ s Tolds) ]

2

)

P
—I—ZEP[ sup

i—1 0<s<T(MAL

/ b & (1, Y ,) AW

r
0

Nach Konstruktion gilt:
Ep[|Z™?] < .

Mit Hilfe der Wachstumsbedingungen fiir a(*) erhalten wir fiir eine geeignete Kon-
stante K > 0:

B [( /OT(V)/\t |a(k)(s’?s)| d5> 2]

TWIAL
< TEP[/ a®) (5,7, ds]
0
n T AL
gKT(T+ZEp[/ |ys(k>|2dsD
k=1 0
nooat
< KT(T+Z/ Ep[ sup |yr(/~c)|2] ds).
k=170

0<r<r(MAs

Mit Hilfe von Theorem 2.8, Theorem 2.9 und Theorem 2.10, der Itoschen Isometrie
sowie der Wachstumsbedingungen fiir %% erhalten wir fiir eine geeignete Konstante
K > 0:

2

/ b &I (r, Y,) dW D
0

r

Ep[ sup

0<s<T(AL
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= Ep| sup

- 0<s<t

= Ep| sup
- 0<s<t

< Ep| sup
Lo<s<t

2

1{s§7(’/>/\t} / b(kﬂ) (7’, ?T) deL)
0

|

S
1{s§7’(”>/\t}/ Lir<rting b(k’z)(nyr)dwr(z)
0

|

2

)

2

/ 1{r§7(lf)/\t} b(k7i)<7"> 77‘) dWr(i)
0

ot
< Ep / 1{r§r<V)At} |b(k’l) (7, YT)|2 dr}
LJo

- T(MIAL ] o
B[ [ TP
-JO

TMIAL
§K<T+ZEP[/ m(k)\?ds])
0
n t
gK(TJrZ/ EP[ sup m(’“)\?} ds).
k=10

0<r<r(As

Insgesamt erhalten wir fiir eine geeignete Konstante K > 0:

Ep[ sup

0<s<T(MIAL

Y 0P|

noopt
<K (1 + T2+ Z/ Ep[ sup |YT(k)|2} ds).
k=10

0<r<7(As

8. Wir definieren stetige Funktionen u) : I — [0, 00) durch:

u() =S Bp[ sup VO],
k=1

Nach Punkt 7 gilt:

0<s<T(MIAL

u(t) < K <1 + T2 + /t u) (s) ds)

0

Nach dem Lemma von Gronwall gilt:

u(T) < K (1+T%) (1 +exp(KT)).

9. Nach dem Lemma von Fatou und Punkt 8 gilt:

Y :nE[ v O]
¥ [l ; p|sup Y
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3

= Ep[lim sup ]Y;(k)ﬂ
k=1 YT 0<t<r )

< lim infz Ep| sup |Y;(k)|2}

V—00 e OStST(V)

= lim inf «)(T")

<KOA+T*(1+exp(KT)).

Also ist Y € €. Damit ist das Theorem bewiesen.

2.7 Beispiel: Lineare stochastische Differentialgleichungen

Wir betrachten den Fall n = 1.
Voraussetzungen

1. Sei die folgende Integrabilitatsbedingung erfiillt:

Ep[|Z)?] < oo.

2. Sei f: I — R stetig.
3. Seien ¢ : I — R stetig.
4. Seien gM, ..., ¢ : I — R stetig.

5. Seien M ... ® T — R stetig.
Homogenes lineares Anfangswertproblem
®, = 1+/ d(s) @, ds+2/ D (s) ®, dW D,

1. Nach Theorem 2.14 besitzt das homogene lineare Anfangswertproblem genau eine
Losung .

2. Ansatz:

t P t
d, = exp (/ Asds + Z/ BY de).
0 = Jo
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Nach der Itoschen Formel gilt:

t 1 P } P t ‘ '
b =1 (As — |B{ 2) d,d / BY ¢, dwl
t + \/0 + 9 ; | s | 5+ ; 0 s s

Wir wéahlen:

Ay = o(t) ——Zw(

3. Die Losung des linearen homogenen Anfangswertproblems ist gegeben durch:
t LS 0 (
@t::exp</0 <¢<s)—§;|¢ () ds+2/z/1 ) A

Inhomogenes lineares Anfangswertproblem

Xo= 74 [ (16 4o X as 4 3 [ (596 40006 X.) awd

1. Nach Theorem 2.14 besitzt das homogene lineare Anfangswertproblem genau eine
Losung X.

2. Ansatz (Variation der Konstanten):

t p t
X, = ®, (Z+/ Asds+2/ B§i>dwy>>.

Nach der Itoschen Formel gilt:

X, = Z+/¢ de+2/w s) X, dw
t P p t

+ / (A8+ZB§"> ¢§Z‘>> O,ds+ ) / BY &, dw
0 i=1 i=1 V0

Wir wahlen:
1 SN
il _ (4) (4)
A= () > a0y (1))
A (4)
B = 3,
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3. Die Losung des linearen inhomogenen Anfangswertproblems ist gegeben durch:

Xpan(Z+A:i(ﬂg—§:¢%$w@@»ds+§:[T¢l@dwp)

2.8 Diffusionsgleichungen
Voraussetzungen (I)
1. Seien 2%,...,2" € R.
2. Seien aM, ..., a™ : I x R* — R mit folgenden Eigenschaften:

2.1 a® € CO(I x R™ R).
2.2 a® geniigt der folgenden Wachstumsbedingung:

a®(t,7)] < C(1+ |z +... + |2")).
2.3 a® geniigt der folgenden Lipschitzbedingung:
a(t,7) = (t,7)| < C (Ja! —y'| +... + 2" —y"]).

3. Seien b1 P [ x R® — R mit folgenden Eigenschaften:

3.1 b®9) € oI x R™, R).
3.2 b%9) geniigt der folgenden Wachstumsbedingung:

pE (7)< C (14 [ + .+ [2).
3.3 b* geniigt der folgenden Lipschitzbedingung:

%D (¢, 7) — bFD (2, 7)) < O (|2' —y' [+ ...+ 2" — y"|).

Anfangswertproblem
t . p t ) o )
Xt(k) = —I—/ a(k)(s,XS)ds+Z/ b*9 (s, X,) dW.
0 — Jo

Nach Theorem 2.14 besitzt das Anfangswertproblem genau eine Losung X.
Voraussetzungen (II)

1. Sei A: I x R" — R mit folgenden Eigenschaften:
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1.1 A e C%I x R",R).
1.2 X genitigt der folgenden Beschranktheitsbedingung:

0<At,z) <C.

2. Sei f: I xR" — R mit folgenden Eigenschaften:
2.1 feC%I xR",R).
2.2 f geniigt der folgenden Wachstumsbedingung;:
fED)| <CA+ ]+ ..+ |2").
3. Sei v : R" — R mit folgenden Eigenschaften:
3.1 v e C°%(R",R).
3.2 v gentigt der folgenden Wachstumsbedingung;:
@) < C A+ 2" +... 4 |z").
4. Sei u: I x R" — R mit folgenden Eigenschaften:

4.1 u € CYI x R, R)NC*([0,T) x R, R).
4.2 u geniigt den folgenden Wachstumsbedingungen:

u(t,7)| < C(1+ |z + ... + |2

Oy 7

oxk =C

Cauchysches Problem
Wir betrachten das folgende Cauchysche Problem:

du 1 < ? ; - 0*u
_— = - (k,l) (171) —_—
t(t,x) 5 E ( E b\ (t,T) b (t,x)) P (t,7)

k=1 i=1

+ Z a™(t,7) %(zﬁ, T) — \t,T)u(t,T) + f(t, 7).

u(T,T) = v(T).
u heisst Losung des Cauchyschen Problems, falls gilt:
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1. u geniigt der partiellen Differentialgleichung ((¢,x) € [0,T) x R™).

2. u geniigt der Endbedingung (z € R").

Dirichletsches Problem

Sei G C R" offen, sei Z € G, und sei I' C R” der Rand von G. Wir betrachten das
folgende Dirichletsche Problem:

ou 1 o« ? : : 0*u
- ) — — (kvl) r (lvl) r - r
S (67 =5 > (Db E (4 3)) 5 (17

ki=1 =1

+ a®(t,7) %(t,f) — M, Z) u(t,T) + f(t,T).

u(T,7) = v(T).

u(t,z)| =0.

zel

u heisst Losung des Dirichletschen Problems, falls gilt:
1. u geniigt der partiellen Differentialgleichung ((¢,7) € [0,T) x G).
2. u geniigt der Endbedingung (7 € G).
3. u geniigt der Randbedingung ((¢,7) € I x I).

Wir definieren eine Stoppzeit 7% qurch:

X9 —inf{teI|X, eT}.

Stefansches Problem

Wir betrachten das folgende Stefansche Problem:

Ou 1 < b . . 0%u
Yy = - (ki) =\ 10D+ =\ _ 2 % (4 =
ot (t,7) 2 2 Z (Zb (t,7)b “"”) Ok o' (t,7)

kil=1  i=1

+ kz a®(t,7) %(t,f) — \t,T)u(t,T) + f(t,7).

u(t, ™) > v(T).

u(T,T) = v(T).

u heisst Losung des Stefanschen Problems, falls gilt:
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1. u geniigt den beiden Inklusionen ((¢,z) € [0,T) x R™).

2. Fiir jeweils mindestens eine der beiden Inklusionen gilt Gleichheit
((t,x) €0, T) x R™).

3. u geniigt der Endbedingung (z € R").

Wir definieren eine Stoppzeit 7 mit 7 € I durch:

7i=inf {t €I |u(t,X;) =v(Xy)}.

Theorem 2.15 (Feynman-Kac Formeln)

(a) Seiu eine Losung des Cauchyschen Problems. Dann gilt:
T —_— —_—
u(0,7) = Ep[exp ( - / At X,) dt) v<XT)}
0
T ¢ o o
+Ep[/ exp(—/ /\(S,Xs)ds) f(t, Xy) dt]
0 0
(b) Seiu eine Lisung des Dirichletschen Problems. Dann gilt:

w(0,2) = Ep [1 (50)—) EXD ( - /OT AE ) dt> U(YT)]

+EP[ /0 T(X’G)ATexp(— /0 tA(s,Ys)ds) F(t.X) dt]

(c) Seiw eine Losung des Stefanschen Problems. Dann gilt:

u(0.7) = Bp [ exp ( - /0 ML) at) v(X5)
+ Ep| /0 T ( - /0 A Xo)ds) £t X0 ]
— sup {Ep [exp ( - /0 At X)) dt) U(YT)}
+ Ep| /0 e (- /0 A Xo)ds) £t X0 ]

‘ T ist Stoppzeit mit 7 € }

Literaturhinweise
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1. Siehe [15], folgende Referenzen:

e Theorem 5.1.7, S.99.
e Theorem 5.1.9, S.102.
e Theorem 5.3.2, S.111.

2. Siehe [14], Theorem 3.26, S.119.

Beweis

Wir definieren stochastische Prozesse A, ®, W, U durch:

A = exp ( — /Ot s, X,) ds).

t
, ::/ A f(s,X,)ds
0

\Ijt = U(t, Xt)

Ut = At \I’t -+ (I)t.
Nach der Ttoschen Formel gilt:

dAt - —At )\(t,yt) dt

d@t - At f(t, 7,5) dt

ou 1 " d%u
0)
AW, = 8t(t Xy)dt 3 2 Ot S (b Xe) (AX W [dx®)
+ §n 94 X, dx®
axk; 7 t
k=1
ou 1 & P 9%u —
= (LX) dt+ - (Yo bEI( X)) ot X,)dt
or X 2kl:1<i:1 (5, X0 5 )>8xk8xl( )
du
k) kz
+§j 8wk< t,X,) dt+§ § b tXt)axk(t X,)aw?
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d(At \Ijt) = dAt \IJt ‘I— At d\IJt = _At )\(t, Yt) U(t7yt) dt ‘I— At d\I]t

dUt = d(At \I]t) + d(I)t

Wir definieren stochastische Prozesse A, BV, ... B® durch:
ou 1 " P . — . — 82u —
A= A { - ( b0 (¢, X,) b0 (¢, X )— £ X
t 815( t>+2k12=1 ; (t, X¢) 057(¢, Xy) c%ckaxl( t)

+ Z () g; (£, X0) = At X ult, X) + £(6,X0) |

_At{Zb’”) (t, X,) aa;;( 7)}.

k=1

Nach Konstruktion gilt:
p . .
AU, = Agdt + > B aw

i=1

Wir definieren einen stochastischen Prozess V' durch:

t P t
Vi = U, —/ A ds = U0+Z/ BY aw®

Nach Konstruktion ist Uy € R und B® € £2. Nach der Itoschen Isometrie ist V € 9.
Insbesondere ist V' ein Martingal.

(a) Nach der partiellen Differentialgleichung fiir u gilt:
At - 0
Also ist U =V € 9. Insbesondere ist U ein Martingal. Daraus folgt:

Ep|Us] = Ep|Ur].
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Nach Konstruktion gilt:

U = u(0,X,) = u(0,%).

UT = AT U(T, YT) + CDT = AT U(YT) + CI)T.
Daraus folgt die Behauptung.

(b) Nach der partiellen Differentialgleichung fiir u gilt:
VO<t<t&OAT:

At:O.

Daraus folgt:

T T

T(Y’G)/\T
v X.GAT = U X.OAT / Agds = UT(Y,GMT-
0

Mit Hilfe des Satzes von Doob iiber Optional Sampling erhalten wir:

Nach Konstruktion gilt:

UO = U(O,YO) = U(O,E)
UT = AT U(T, 7T) + CI)T = AT ”U(YT) + (I)T-

lpxaeny Uywo = ooy A, @ u(f™9, X x0) + € x0)
=lxoecy Prxa-
Daraus folgt die Behauptung.

(¢c) 1. Nach Konstruktion gilt:
U? = A7 'U/(F, 77) + q)? = A?U(Y?) + (I)?.

Nach den beiden Inklusionen fiir u gilt:
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VO<t<T:
U(t,yt) > ’U(yt) — At =0

Daraus folgt:
VT:UT—/ ASdSIU?.
0

Mit Hilfe des Satzes von Doob iiber Optional Sampling erhalten wir:
EP[U()] = EP[VE)] = EP[V?] = EP[U?] = EP[A?U(Y?) + (I)?]
. Sei 7 eine Stoppzeit mit 7 € I. Nach der ersten Inklusion fir u gilt:

A <0.

Daraus folgt:
t
Vt:Ut—/ A,ds > U,.
0

Mit Hilfe des Satzes von Doob iiber Optional Sampling erhalten wir:

Ep[Uo] = Ep[Vo] = Ep[V7] = Ep|Ur].
Nach der zweiten Inklusion fiir u gilt:

Uy = Nou(t, X;) + @ > Ao(X,) + D
Daraus folgt:

Ep[Uy] > Ep[U,] > Eg[A, v(X;) + ®.].
Dabei war 7 beliebig. Daraus folgt:

Ep[Us] > sup { Eg[A- v(X,) + ®,] | 7 ist Stoppzeit mit 7 € I}.
. Nach Punkt 1 und Punkt 2 gilt:

Ep[Us] = Ep[A=v(X~5) + @4

= sup { Eg[A; v(X,) + ®,] | 7 ist Stoppzeit mit 7 € I}.

Nach Konstruktion gilt:

Up = u(0, Xo) = u(0, 2).

Daraus folgt die Behauptung.
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2.9 Brownsche Martingale

Voraussetzung

e Sei (F})ier die von W W ® erzeugte Brownsche Filtration.

Theorem 2.16 (Satz iiber monotone Klassen)

Sei A ein System von Teilmengen von €2, sei i eine Menge von Funktionen Z : Q) — R,
und seien zusatzlich folgende Voraussetzungen gegeben:

1. Qe A
2. ABeA = ANnBeA
3. M ist ein Vektorraum.

4. Ae A — 14 € U.

(S8

. FEs qgilt folgende Implikation:

(Z)nen ist eine monoton wachsende Folge in U, welche punktweise gegen eine
beschrankte Funktionen Z : ) — R konvergiert.

—
Z e ul.

Dann gilt folgende Implikation:
Z : Q0 — R ist beschrinkt und o(A)/B-messbar = Z € L.

Literaturhinweise
1. Siehe [19], Theorem 12.8, S.209.

2. Siehe [21], Theorem 3.14, S.37.

Notation

1. Seien z', ..., 2P € R. Wir schreiben:
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Theorem 2.17
Sei M die Menge von Funktionen Z : 2 — C mit folgender Darstellung:
J0=ty<...<t, €I IAND AP cR:

Zw) = exp (i 323N (W9 @) — W ().
k=1 j=1
Dann gilt:
span(4l) liegt dicht in L*(Q, Fr, P).

Literaturhinweise

Siehe [19], Lemma 12.1, S.201.

Beweis

1. Sei A das System von Teilmengen von A C €2 mit folgender Darstellung:
J0<tr<...<t,elIFzOD .z cR:

Nach Konstruktion gilt:

i. Qe A
ii. ABeA = ANnBeA

2. Nach Konstruktion gilt:
Fr ist die Vervollstandigung von o(A).
Ferner gilt fiir jede o-Algebra G C F:
Die Menge der Treppenfunktionen liegt dicht in L*(Q, G, P).
Deshalb gentigt es, folgende Aussage zu beweisen:
span(4l) liegt dicht in L?(Q2,0(A), P).

3. Sei U die Menge von Funktionen Z : ) — C mit folgender Darstellung:
dJ0<t; <...<t, €l dbeschranktes Borel-messbares v : R"*? — C:

Z(w) = o(Wy (@), .., Wy, (@)).

Sei ferner 2, die Menge von Funktionen 7 : 2 — C mit folgender Eigenschaft:
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Z ist beschriankt, und es gibt eine monoton wachsende Folge (Z,)nen in U,
welche punktweise gegen Z konvergiert.

Sei schlieflich 20 := span(20,). Nach Konstruktion gilt:

iii. 20U ist ein Vektorraum.
iv. Ac A = 1,€2.
v. Es gilt folgende Implikation:

(Zy)nen ist eine monoton wachsende Folge in 20, welche punktweise gegen
eine beschrankte Funktionen Z :  — R konvergiert.

—
Z €.

Nach dem Satz tiber monotone Klassen gilt folgende Implikation:
Z : Q) — R ist beschriankt und o(A)/B-messbar — 7 € 0.
Daraus folgt:
20 liegt dicht in L*(Q,0(A), P).
Nach dem Satz von Lebesgue tiber monotone Konvergenz gilt:
U liegt dicht in 20.
Deshalb gentigt es, folgende Aussage zu beweisen:
span(4l) liegt dicht in 0.
. Wir verwenden folgende Notation:
O:={0="(t1,...,tn)|0<ty <...<t, €I}.

Seien iy C U und Yy C U die Teilmengen, welche genau jene Funktionen Z enthal-
ten, deren Darstellung bzgl. 6 gegeben ist. Nach Konstruktion gilt:

span(i) = U span(Lly).
00

U= v

0€0
Deshalb gentigt es, folgende Aussage zu beweisen:

span(ily) liegt dicht in Uy.
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5. Bezeichne Uy den Abschluss von Uy in L2(Q, 0(A), P). Nach Punkt 4 geniigt es,
folgende Aussage zu beweisen:

By N (span(Ly))*= = {0}.

Sei dazu Z € Uy N (span(y))*. Nach Konstruktion gibt es eine Borel-messbare
(jedoch nicht notwendigerweise beschriankte) Funktion v : R"*? — C mit folgender
Eigenschaft:

Z(w) = oWy, (W), ..., Wy, (w)).
Wir definieren f : R"*? — C durch:
vEW, .8y = f(EW —0,2@ — 70 g0 gDy

Bezeichne p > 0 die Dichte von (W;, — Wy, ..., W, — W,,_,). Nach Konstruktion
gilt:

VALY ) e R:

0=FEp [Z exp (2 i i Ald) (Wt(kj) N Wt('j—l)ﬂ

k=1 j=1

- f(x) exp (z Zn: zp: A7) ZL‘(k’j)> p(x)de.

Rrxp k=1 j=1
Nach der Theorie der Forier-Transformation folgt daraus:
f =0 (fast iiberall in R"*?).

Also ist Z = 0. Damit ist das Theorem bewiesen.

O

Theorem 2.18 (Darstellungssatz fiir Brownsche Martingale)

Sei X € M. Dann gilt:

3 eindeutig bestimmte BY ... B®) € £2 mit folgender Eigenschaft:

Pt
X, = Xo+ Z/ BY AW (fast sicher).
j=1"0

Literaturhinweise

1. Siehe [19], Theorem 12.3, S.197.
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2. Siehe [14], Theorem 2.68, S.71.

Beweis

1. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit der Darstellung. Seien dazu B®tY, ... BUP)
BV . B®P ¢ 22 mit folgender Eigenschaft:

P T P T
Z/ B AW = Z/ B2 AW)  (fast sicher).
j=1"0 j=1"0

Nach den Ortogonalitatsrelationen und der Itoschen Isometrie gilt:
2

p T
0= EP[ Z/ (B3 — By o) }
j=1"0

S

T
/ (B2 — RO g 0) }
0

_i&{

p T
=Sl [ e - sl
=1 0
Daraus folgt:
B — 3(2,1); o ;B(l,p) — B2p)
Damit ist die Eindeutigkeit der Darstellung bewiesen.

2. Nach Voraussetzung ist X € 9t. Nach Definition der Norm ||-||y, geniigt es, die
Existenz der Darstellung fiir X7 zu beweisen.

3. Nach Voraussetzung ist X7 € L*(Q, Fr, P). Nach Theorem 2.17 gibt es eine Folge
(Z™),en in span(4h) mit folgender Eigenschaft:

lim || X7 — Z®| 1,0, = 0.

V—00

4. Sei Z € U mit folgender Darstellung:

Z(w) =exp (i 30 3 AED W (@) = W (@)

k=1 j=1
Wir definieren AW, ..., A® € & durch:

AP (@) =3 Ty (B) AR,
k=1
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Nach Konstruktion gilt:

pT '
Z = exp (2 Z/o A,EJ) th(J)>.
j=1

Nach der Itoschen Formel gilt:
p T ) p t - ‘ )
Z=1+i Z/ Aij) exp <z Z/ AY) dWS(J)> th(])
j=170 j=170
1P T Pt '
S / AP exp (D / AD aw D) dr
j=1"0 j=1

(fast sicher).

Daraus folgt:

p

T ¢ 4 ,
Z =FEplZ]+i Z/ AY exp (z Z/ AY) dWS(7)> A7 (fast sicher).
0

Dabei war Z € 4 beliebig. Insbesondere gilt:
3 BWY .. BWP) ¢ g2

P T . '
A EP[Z(”)] + Z/ Bt(”’]) th(V’J) (fast sicher).
j=1"0

. Nach Punkt 3 und eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge von (ZW),en gilt:

ZW Y22, X (fast sicher).

Ep[Z"W] =2 Ep[X7] = X,.

Ebenfalls nach Punkt 3 ist (Z*) — Ep[Z®)]),en eine Cauchy-Folge in L?(€2). Nach
Punkt 4 sowie den Ortogonalititsrelationen und der Itoschen Isometrie ist (B®*)),cn
eine Cauchy-Folge in £2. Daraus folgt:

BWi) =, Bl
02

Nach der Itoschen Isometrie folgt daraus:

][B(v,j)] Yoo, I[B(j)].
m
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Daraus folgt insgesamt:

Xp = lim ZW

V—00

p T ‘ '
= 1im (Ep[Z¥]+ " / B9 aw ()
0

V—00
J=1

(fast sicher).

Damit ist das Theorem bewiesen.

2.10 Wechsel des Wahrscheinlichkeitsmafles

Voraussetzung

e Sei (F)ier die von WO .. W® erzeugte Brownsche Filtration.

Definition

Sei Z : 0 — R™ eine Zufallsvariable (d.h. F/B"-messbar).
(a) Wir definieren ein Wahrscheinlichkeitsmafl P : B — [0, 1] durch:

P4(4) == P(Z7\(A)).
Py heisst das von Z erzeugte Wahrscheinlichkeitsmas.

(b) Wir definieren eine Funktion ¢ : R — C durch:
@Z(X) := Eplexp(i <X ‘ 7>)] = /R exp(i <X ‘ E>) dPy(z).
¢ heisst charakteristische Funktion von Z.

Theorem 2.19
Seien 7(1),7(2) : Q — R™ Zufallsvariablen (d.h. F/B"—messbar).
Dann gilt folgende Implikation:

P =Pz = Pz =Pro.
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Literaturhinweis

Siehe [3], Theorem 23.4, S.199.

Theorem 2.20 (Satz von Girsanov)
Seien B, ... BW) ¢ £2 beschrinkt.

(a) Wir definieren einen stochastischen Prozess ® durch:

12t Pt .
P, = exp<—§Z/ |B§J)|2ds—2/ BY) dWs(J)>.
j=1"0 j=1"0
Damit gilt:

d c M.

(b) Wir definieren eine Abbildung @ : F — R durch:
Q(A) := Ep[l4 Pr].
Damit gilt:
Q@ st ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmays.

(c) Wir definieren stochastische Prozesse VWV, ... V®) durch:
V;(J) ::/ ng) dS+Wt(]).
0

Damit gilt:
V. VP sind unabhdngige Brownsche Bewegungen bzgl. Q.

(d) Sei X ein Itoscher Prozess bzgl. P mit folgender Darstellung:

B AW (fast sicher).

S

Dann gilt:

X st ein Itoscher Prozess bzgl. QQ mit folgender Darstellung:

¢ Pt
Xe =2+ / asds + Z/ B AV (fast sicher).
0 = Jo

Literaturhinweise
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1. Siehe [19], Theorem 13.2, S.222.
2. Siehe [14], Theorem 3.11, S.94.

Beweis

(a) Nach der Itoschen Formel gilt:

Pt
o, =1-— Z/ ®, BY AWV  (fast sicher).
j=1"0

Wir definieren Stoppzeiten 7, 7®D . 7P durch:

t
vt {ver| [fopiBopasz ]
0

@) =GN A AP,
Nach Konstruktion gilt:
W) X227 (fast sicher).

Mit Hilfe von Theorem 2.8, Theorem 2.9 und Theorem 2.10 erhalten wir:
Pt . .
1{tST(U)} q)t = ]'{tST(“)} (]_ — Z/ 1{5§T(y)} (Ps ng) dWS(])> (fast SiCheI‘).
j=1"0

Mit Hilfe der Itoschen Isometrie, der Beschrinktheit der BY) sowie des Satzes von
Fubini erhalten wir fiir eine geeignete Konstante K > 0:

Ep[|1icroy @)

p t
< (p+1) (1 + ZEP[/ 1 (acrtny O] [ BY? dsD
i=1 0

t
<K (1 + / Ep[[1serory D[] ds).
0
Nach dem Lemma von Gronwall folgt daraus:
Ep[|1j<ren ®4/%] < K exp(K t).
Nach Lemma von Fatou folgt daraus:

Ep[|®*] < lim Ep[[1g<r0y ®,*] < K exp(K t).

Insbesondere ist ® € £2. Also ist ® BY) € £2. Nach der obigen Darstellungsformel
ist & € M.
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(b)

Nach Konstruktion ist @) ein dquivalentes Maf auf Q2. Nach (a) ist ® ein Martingal.
Daraus folgt:

Q) = Ep[Pr] = Ep[P] = 1.
Also ist @ ein WahrscheinlichkeitsmaSf.
Nach Konstruktion gilt:

1. VU) ist adaptiert bzgl. (F)scr.
2. VU) hat stetige Pfade (fast sicher).
3. Vo(j ) = 0 (fast sicher).
Deshalb gentigt es, folgende Aussagen zu beweisen:
4. Vti,ty € I mit t1 < tg:
Vi, — Vi, ist (0,%9 — t1)-Normal-verteilt.
5.V t1,ty € I mit t; < to:
Vi, — V4, ist unabhangig von F;, bzgl. Q.
6. VI ..., V® gsind unabhéngige stochastische Prozesse bzgl. Q.
Nach Konstruktion gilt:

(F)ter ist genau die von V... V® erzeugte Filtration.

Deshalb gentigt es, folgende Aussage zu beweisen:

vto,...,tn61m1t02t0<...<tn:Ti

Q(‘@(f)—‘@(ol) 77777 vy )= P(W(lm W W w®
Seien dazu tg,...,t, € I mit 0 =ty < ... < t, =T, und seien ALY . AP ¢ R
Wir definieren deterministische beschrinkte Prozesse AV, ... A® e £2 durch:

Al(f]) = Z A(kJ) ]'(tlc—lytk](t)'
k=1
Wir definieren ferner einen stochastischen Prozess ¥ durch:
p p
W, = exp ( - 12 /T(Bt(j) — AP d = /T(B§j> —iAY) th(j)).
2 j=1"0 j=1"0

Nach Konstruktion gilt:

Q ALY A(p)
SO(‘G(I”—V}(OU ,,,,, v _y )( REER )

n—1
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r n p . .
= Eo[exp (i Y3 A (v — v )]
) k=1 j=1
_ n p ) tr
— Ep|exp (i Ak) / BY dt + i Z Z NED (WD — Wi ) @
- k=1 j=1 - k=1 j=1
_ P T ' P T '
= Ep|exp (z / AEJ) Bt(]) dt 41 Z/ AS) th(])> (IDT}
) j=1"0 j=1"0
_ 12 T ‘ p T A . .
— Ep|exp ( - 52/ (1BY2 — 20 AY BY)dt — Z/ (BY —iAﬁ”)dW}“ﬂ
) j=1"0 j=1"0

- exp — -Z/ IAY |2dt Ep[xpT]
= exXp ( — %Z Z |)\(k’j)‘2 (tk — tk,1)> Ep[\IJT]

k=1 j=1
Wie in (a) und (b) erhalten wir:
Ep[Vr| = Ep[¥o] = 1.

Daraus folgt:

n p

1
Q (1,1 (n, p) _ _ = kJ _
SO(Vt(f)*‘/t(ol) ..... ‘G(M*Vt(fil)(/\ s A = exp ( 5 ; ]Zl IANED 12 (1, — 1), 1))
Fiir B = ... = B® = ( erhalten wir insbesondere:
( 1) (np _ = (k.5) _
SO(W(l) W(l) ..... Wt(s)_wt(:il)<A )\ = exXp < ; Zl |>\ tk tk 1)) .
J

Dabei waren A(bD .. A(P) € R beliebig. Nach Theorem 2.19 folgt daraus:
Qv v ) = P -w®. @iy
Damit ist die Behauptung bewiesen.

(d) Wir definieren eine Folge (7(™),cn von Stoppzeiten durch:

7™M (W) := T A inf {t € 10,77 /t 1B (w)|*ds > n} A

1nf{t€ 0T/|ﬁ |2ds>n}
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Nach Konstruktion gilt:
7MW 22 T (fast sicher).
Ferner gilt:

Lipcry Xiprn

tAT() P iAr(m) ' ‘
= lycmy 2+ / Lis<rmy s ds + Z / Locromy B9 BY ds
0 i=1 70

D tAT(n)
+ Z/o Lis<rnny BD AW (fast sicher).

i=1

Dabei sind die Itoschen Integrale bzgl. P definiert. Wir definieren stochastische
Prozesse vV, ... 4® € £2(P) N £2(Q) durch:

1 = Lugron B

Nach dem Beweis von Theorem 2.7 gibt es Folgen (7*)),en, ..., (7®"),en in &
mit folgenden Eigenschaften:

Jim [y =70 ) = 0.

Jim [[79 =7 g) = 0.

Nach der Itoschen Isometrie gilt nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge:

Lit<rny Xinrt

tAr(m) tAr(n)
— 1{t§T(n)}Z+/ 1{S<T(n)}as dS+Z/ l)B
0

p tAr(n)

tar(m)
= 1{t§7’<")}Z+/ 1{5§T(")}as ds
0

p tar(n) tAT(n) '
+ lim (Z/ ~&v) B) ds+Z/ “’)dWS(’)>
V—00 0

=1

(fast sicher).
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Dabei sind die [toschen Integrale bzgl. P definiert. Nach Konstruktion gilt:

p

tAT() p
> / Y BD ds + Y /
0 i—1 /0

i=1

tar(n) p tAT(?)
eaw =3 [T e ave,
0

=1

Dabei sind die Itoschen Integrale bzgl. P und @) gleichermafen definiert. Nach der
[toschen Isometrie gilt nach eventuellem Ubergang zu einer weiteren Teilfolge:

P tAr(m) ‘ P tArm '
lim Z / A Vv = Z / D dV®  (fast sicher).
= o i=1 70

Dabei sind die Itoschen Integrale bzgl. () definiert. Daraus folgt insgesamt:

1{t§7—(”)} Xiprtn)

tAr(n) p tAT(n) ) )
=ly<rony 2 + / Lig<rmy s ds + Z/ VS) st(Z)

tAT(m) P tAT() ' '
= Liy<rony 2 + / Ljscrimy asds + ) / Liartoy B AV
0 i=1 70

(fast sicher).

Dabei sind die Itoschen Integrale bzgl. ) definiert. Daraus folgt schliefSlich:

t p t
X, =27+ / agds+ ) / B AVD  (fast sicher).

Dabei sind die Itoschen Integrale bzgl. () definiert. Damit ist die Behauptung
bewiesen.
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3 Finanzmarkte

3.1 Modellierung von Aktienmarkten
Zeit
Wir betrachten das folgende Zeitintervall:
I:=10,T].

Dabei bezeichnet t = 0 die Gegenwart und ¢ > 0 zukiinftige Zeitpunkte.
Ereignisraum

1. Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (2.

2. Wir betrachten eine o—Algebra F C P[F].

3. Wir betrachten ein Wahrscheinlichkeitsmafl P : F — [0, 1].

4. Wir betrachten eine Filtration (F;)e; mit F; C F.

Brownsche Bewegungen
1. Wir betrachten unabhéingige Brownsche Bewegungen W .. WW®),
2. Wir nehmen an, dass (F;);c; von den W, ... W ® erzeugt wird.
Nach Konstruktion gilt:
Fo ={0,9Q}.
Insbesondere ist jede Fy/B-messbare Zufallsvariable konstant.
Notation

1. Seien z', ..., 2P € R. Wir schreiben:
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Geldkontoprozess

Wir betrachten einen positiven Geldkontoprozess S@. S© beschreibt die Wertentwick-
lung einer Geldeinheit, welche zur Zeit ¢ = 0 in ein Geldkonto investiert wird. Sei dazu
r € ¢ beschrankt. Wir nehmen an, dass S folgende Darstellung besitzt:

t
SU =1+ / s SO ds.
0

Dabei bezeichnet r die Zinsrate. Nach dem Itoschen Lemma gilt:

St(o) = exp (/t Ts ds>.
0

Insbesondere ist S(© € € beschriankt.

Aktienpreisprozesse

Wir betrachten Aktienpreisprozesse S, ..., S® SO beschreibt die Wertentwicklung
einer Geldeinheit, welche zur Zeit ¢ = 0 in eine Aktie investiert wird. Seien dazu
p, o p®) gD a®P) € ¢ beschrinkt. Wir nehmen an, dass S® folgende Darstel-
lung besitzt:

01 [ 500 S [ o sy

Dabei bezeichnet p die Drift und o die Volatilitat. Nach dem Itoschen Lemma gilt:

St()—exp</ usds——Z/kf(” d8+2/ bd) dW(J

Nach dem Satz von Girsanov ist S € €.

Konstitutive Gesetze

Bei der Modellierung unseres Aktienmarktes haben wir die Prozesse r, p und o als
gegeben betrachtet. In Anwendungen sind diese Prozesse typischerweise durch konsti-
tutive Gesetze der folgenden Form gegeben:

= f(ta St(0)> St)

—~

i ~ (i 0) &
g ) = N( )(t7St( )7St)-
ot = 60(1, 5, 5,).
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Dabei bezeichnen 7, i und & stetige beschrankte Funktionen:

7ol x RPFFY — R,
a9 I x RPFY — R,

59 . [ x RPT 4 R,

In diesem Fall erhélt man S©, ... S® als Losungen entsprechender stochastischer Dif-
ferentialgleichungen. Dabei wird die Existenz und Eindeutigkeit solcher Losungen durch
Theorem 2.14 garantiert. Den Fall konstanter 7, i und & bezeichnen wir als Black-

Scholes—Modell.

Handelsstrategien und Wertprozesse

Wir betrachten ein Portfolio U, das aus H©® Anteilen des Geldkontos sowie H Anteilen
der Aktien besteht.

1. Seien HO ... H® progressiv messbar. (H®, H) heisst Handelsstrategie.
2. Sei U[H©), H] € J mit folgender Darstellung:

(U[H, H]) ZH
U[H©®, H] heisst Wertprozess.

Diskontierte Prozesse

Sei X ein stochastischer Prozess. Wir definieren den zugehorigen diskontierten Prozess
durch:

X t
Xt* = Tt) = exXp ( — / Ts dS) Xt.
S, 0

M.a.W. wir verwenden den Geldkontoprozess als Numeraire. Mit Hilfe des [toschen Lem-
mas erhalten wir:

(SO =1.

t p t
(5 =1+ [ (9= r) (59)1ds+ Y [ ol (sO);aw
0 =1 Jo

p
UTH®, 1)) = B + 3 H (597

=1

Theorem 3.1

Sei (H©), f[) eine Handelsstrategie. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(a) U[H©®), H] € J mit folgender Darstellung:

p t
i=0 70

(b) (U[H©, H))* € J mit folgender Darstellung:

p t
(UIH©), 7))} = U[HO, =5+ / HY d(SY);.
i=1 Y0

(H©, ﬁ) heif$t selbstfinanzierend, falls eine der obigen Aussagen wahr ist.

Literaturhinweis

Siehe [15], Proposition 4.1.2, S.65.

Beweis

Sei X ein stochastischer Prozess. Nach dem Itoschen Lemma sind folgende Aussagen
aquivalent:

Xed = X*el].

Nach Konstruktion gilt:

t
Xt*:exp<—/ rsds) X;.
0
t
Xt:exp</ rsds>Xt*.
0

Nach dem Itoschen Lemma gilt:

t t
dX; =exp ( — / Ts ds) dX; —r; exp ( — / T ds) X, dt.
0 0

t t
dX; = exp (/ Ts ds) dX; + 7 exp </ Ts ds) X/ dt.
0 0

Nach Konstruktion gilt ferner:

89



Also sind folgende Aussagen dquivalent:

(UH, H]) ZH

p
dUIHO, 1)), =Y HP ds”.

1=0
p

WUIHY, H); = H + 3 H (59);,

=1

p
dUHO, 7)) = > H? d(SY

Damit ist das Theorem bewiesen.

|

Marktpreis des Risikos

Wir nehmen im folgenden an, dass die Volatilitdtsmatrix o invertierbar ist. Seien dazu
b . PP ¢ ¢ beschrankt mit folgender Eigenschaft:

p
Zat(m)dmk) _ sk

J=1

Dabei bezeichnet 6% das Kronecker-Symbol. Wir definieren beschrénkte Prozesse
pM, ..., p® € ¢ durch:

p
j _(jk k
o) =7 () — ).
k=1

p heisst Marktpreis des Risikos. Nach Konstruktion gilt fiir die Aktienpreisprozesse:

S =14 / re S ds + Z/ ot SO pli) ds - Z/ ot SO qw D)

(SD): —1+Z/ (69) (5@ ds+2/ (@) (8@ aw )

Aquivalentes Martingalmaif}

Wir wenden nun den Satz von Girsanov auf unser Aktienmarktmodell an.
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1. Wir definieren einen stochastischen Prozess ® € 9t durch:
124t Pt .
boimexp (<30 [0Pds =30 [ awih).
2550 j=1""0
2. Wir definieren ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl @) : F — [0, 1] durch:
Q(A) = Ep[lA (I)T]
3. Wir definieren unabhiingige Brownsche Bewegungen V), ... V® bzgl. @ durch:
o) / o0 ds + W,
0

4. Die Aktienpreisprozesse S, ... S besitzen folgende Darstellung bzgl. Q:

SV =1+ / re SO ds+ ) / o9 50 Qv ),
0 =170

p t
(SO) =14 Z/ o) () qy )
j=170

Nach dem Itoschen Lemma gilt:

i t 1 t p t ‘
S = exp (/ reds — - Z/ o8P ds + Z/ i) dvs(j))-

, 1<~ [t .. Porto .
5 =ew (=5 [lotas+ Y [ ol avo).
j=1"0 j=1"0

Insbesondere ist S € €(Q) und (S®)* € M(Q), d.h. die diskontierten Aktien-
preisprozesse sind Martingale bzgl. Q.

Theorem 3.2

Sei (H©, f[) eine Handelsstrategie mit folgenden Eigenschaften:
1. (HO H) ist selbstfinanzierend.
2.Vi=1,...,p:

HD (SO ¢ £2(Q).
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Dann gilt:
(UH", H))" € M(Q).
Insbesondere ist der diskontierte Wertprozess (U[H®, H])* ein Martingal bzgl. Q.

Beweis

Nach Theorem 3.1 und dem Satz von Girsanov besitzt (U[H®, H])* folgende Darstellung
bzgl. Q:

WIHO, ) = OE D)5+ [ HDAs);
0

=1
p p t

— (U )5+ 33 [ ot Y (s0);av.
i=1 j=1 70

Nach Voraussetzung ist o € €(P) beschrénkt. Also ist o € €(Q) beschrénkt. Damit folgt
die Behauptung aus der Itoschen Isometrie.

O

3.2 Derivate mit europaischem Ausiibungsrecht

Derivate mit europaischem Ausiibungsrecht

Wir betrachten ein Derivat Zp mit europaischem Ausiibungsrecht. Zp beschreibt eine
Zahlung zur Zeit t = T, welche durch einen Kontrakt festgelegt wird. Wir nehmen an,
dass Zr folgende Regularitat besitzt:

Zy € LX(Q, Fr. Q).

Problemstellung

Sei Zr ein Derivat mit europaischem Ausiibungsrecht. Gesucht ist der faire Preis Zy € R
des zugehorigen Kontraktes zur Zeit ¢t = 0.

Fairer Preis

Sei Zp ein Derivat mit européischem Ausiibungsrecht, sei (H©, H ) eine Handelsstrategie,
und seien folgende Voraussetzungen gegeben:

1. (H©, H) ist selbstfinanzierend.
2.Vi=1,...,p:

HD (SO ¢ £2(Q).
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3. (HO H) ist eine replizierende Handelsstrategie fiiv Z:

Wir definieren den fairen Preis Z, des Derivates Z; zur Zeit t = 0 durch:

Zy = (UHY, H]),.

M.a.W. der faire Preis Zy des Derivates Zr ist der Wert eines replizierenden Portfolios
UH®©, H] zur Zeit t = 0.

Bemerkung

1. Nach Konstruktion ist (U[H®, H]), eine F,/B-messbare Zufallsvariable, also kon-
stant. Also ist tatséachlich Z; € R.

2. Sei (K©, K) eine weitere Handelsstrategie, welche den Voraussetzungen 1, 2 und 3
in der Definition des fairen Preises geniigt. Nach Theorem 3.2 gilt:

(U[HO, H])* € M(Q).

(UK, K))* € M(Q).

Nach Voraussetzung 3 in der Definition des fairen Preises und der Definition der
Norm |[[[|gyq) gilt:

|, iy = Wik, &) o,

MQ)

Also ist der Wert des replizierenden Portfolios U[H©), H | unabhéngig von der spe-
ziellen Wahl der Handelsstrategie (H®, H). Insbesondere ist die Definition des
fairen Preises Z fiir das Derivat Z7 unabhéngig von der speziellen Wahl der Han-
delsstrategie (H©), H).

Theorem 3.3 (Prinzip der risikoneutralen Bewertung)

Sei Zr ein Derivat mit europdischem Austibungsrecht. Dann gilt:
(a) Es gibt eine Handelsstrategie (H©®, H) mit folgenden Eigenschaften.:

1. (HO H) ist selbstfinanzierend.
2. Vi=1,... p:

HD (SO) e £2(Q).

3. (HO, H) ist eine replizierende Handelsstrategie fiir Zr.
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(b) Das replizierende Portfolio U[H®)| H] besitzt folgende Darstellung:
B T
UIHO, B); = EqlZ3|F] = Eq|exp ( —/ redt) Ze| 7.
0
(¢) Der faire Preis Zy des Derivates Zr besitzt folgende Darstellung:

Zo = EolZ:] = EQ[eXp ( - /OTrt dt) ZT]

Literaturhinweis
Siehe [15], Theorem 4.3.2, S.68.

Beweis

(a) Nach Konstruktion gilt:
Zy € L*(Q, Fr, Q).

Nach dem Beweis des Darstellungssatzes fiir Brownsche Martingale gibt es Prozesse
BW .. BWP ¢ £2(Q) mit folgender Eigenschaft:

p T
Zyp = EqlZi) + ) /0 BY dVY  (fast sicher).
=1

Wir definieren Prozesse H®, . .. ) e £2 (Q) durch:

—(J}i).

Wir definieren ferner einen Prozess H® € £2 (Q) durch:
HY = EqZ:|F) - ZH (S@yz

Damit ist eine Handelsstrategie (H ©), H) definiert. Fiir den zugehorigen Wert-
prozess U[H"), H] gilt:

p t
(UHO H))r = EglZy|Fi] = Eq[Zy) + Z/ BY qv0)
—1 0

Die Handelsstrategie (H (), H ) besitzt folgende Eigenschaften:
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1. Nach Konstruktion gilt:

(UH®, H)) = EqlZ7|Fol = EqlZ7).

p t p p t
BY av ) — / o 3) {0 (§0): 410
> >y

i=1 j=1

p t ) ]
:Z/ HP d(SW)z,
i=1 70

Daraus folgt:

P t
MWUM=%%HZ/&MW)
j=1"0

p t
— O )+ > [ HOAsO):
i=1 /0

Also ist (H©® | H) selbstfinanzierend.

2. Nach Voraussetzung ist @ € €(P) beschriankt. Also ist & € €(Q) beschrankt.
Daraus folgt:

HO (DY e £2(Q).
3. Nach Konstruktion gilt:
UH", 1))y = Eq|Z7|Fr] = Z;.
Also ist (H® | H) eine replizierende Handelsstrategie fiir Z.
(b) Nach Theorem 3.2 ist (U[H©), F[])* ein Martingal bzgl. Q). Daraus folgt:

(UIHO, H]); = Eg[(UIH"™, H))7|F] = EqlZ;|F).

(c) Nach Konstruktion ist S\” = 1. Daraus folgt:
Z() == Zg

Nach Konstruktion ist Z; eine Fy/B-messbare Zufallsvariable, also konstant. Da-
raus folgt:

%y = EqlZ,).

Damit folgt die Behauptung aus (a).

95



O

Beispiel 3.1

Wir betrachten nun spezielle Derivate Z7 mit europaischem Ausiibungsrecht.

e Zerobond

Sei Z > 0. Ein Zerobond garantiert seinem Halter eine fixe Zahlung zur Zeit t = T
in Héhe von Z:

Ip = 4.

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z; des
Zerobonds zur Zeit t = 0:

Zy = EglZy) = Z Eg [exp < - /OTTS ds)]

e Forwardkontrakt

Sei S > 0. Ein Forwardkontrakt legt fest, dass der Halter die Aktie S zur Zeit
t =T zum Preis S kauft. Der Halter des Kontraktes erhalt zur Zeit ¢ = T also
folgende Zahlung:

Zp =580 73,

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z; des
Forwardkontraktes zur Zeit ¢ = 0:

Zo = EolZ:] = 1 —EEQ[exp<— /OTrsds)]

In der Praxis werden Forwardkontrakte haufig so abgeschlossen, dass der faire Preis
Zo zur Zeit t = 0 gerade Null ist. Auflésen der obigen Gleichung liefert:
1

Eq [exp ( - fOTTS ds)] .

In diesem Fall ist S der faire Forwardpreis der Aktie S,

Zo=0 — S =

e Europaische Calloption

Sei S > 0. Eine europaische Calloption erlaubt ihrem Halter, die Aktie S M zur Zeit
t = T zum Preis S zu kaufen. Der Halter der Option erhalt zur Zeit t = T also
folgende Zahlung:

Zp = max{Sg) — 5,0}
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Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z, der
européischen Calloption zur Zeit ¢t = 0:

T

Z = Eq|Z}| = Eqg [exp < - / Ts ds) max{Sé}) -5, O}]

0

Europaische Putoption

Sei S > 0. Eine europaische Putoption erlaubt ihrem Halter, die Aktie S zur Zeit
t =T zum Preis S zu verkaufen. Der Halter der Option erhalt zur Zeit t = T also
folgende Zahlung:

Zp = max{S — Sr}l), 0}.

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z; der
europaischen Putoption zur Zeit t = 0:

Z = EglZ}]) = Eg [exp < — /T Ts ds) max{S — Sg), O}]
0

Put—Call-Paritat fiir europaische Optionen

Sei S > 0, sei Z§ die zugehorige europiische Calloption, sei ZI die zugehorige
europiische Putoption, und sei Z% der zugehorige Forwardkontrakt. Nach Kon-
struktion gilt:

78 — ZF = max{Sr}l) — 5,0} — max{S — S;l), 0}
— max{S") =S, 0} + min{S}") — 5,0}
=5 -3
=7k,
Daraus folgt fiir die zugehorigen fairen Preise:

A/

Asiatische Option

Im Falle einer asiatischen Option héngt die Auszahlung zur Zeit ¢t = 7" vom Mittel-
wert St der Preise der Aktie S zu den Zeiten t € I ab:

gT':l/TS(l)dt
=7 | s

Typische Auszahlungsprofile fiir asiatische Optionen sind die folgenden:

Zp = max{Sy — 5,0} (asiatische Calloption).
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Zp = max{S — Sr,0} (asiatische Putoption).

Zyp = max{S(Tl) — S7,0} (asiatische Strikecalloption).
Zp = max{St — Sg), 0} (asiatische Strikeputoption).

e Barrieroption

Sei 0 <a<1<b< oo, und sei Z7 ein Derivat mit europaischem Ausiibungsrecht.
Eine Barrieroption garaniert ihrem Halter die Zahlung Zr zur Zeit t = T, falls die
Aktie SU das Intervall (a,b) im Zeitintervall I nicht verldsst. Anderenfalls erhilt
der Halter keine Zahlung. Wir betrachten die erste Austrittszeit fiir die Aktie S0
aus dem Intervall (a,b):

T(w) :=inf {t € I ‘ SW(t,w) ¢ (a,b)}.
Nach Konstruktion erhalt der Halter der Barrieroption zur Zeit 1" folgende Zahlung:

Zp falls 7 = o0;
LN

0 sonst.

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z(()B) der
Barrieroption zur Zeit ¢ = 0:

T
Zo = Eqllir=nc) Z1] = Eq| =) exp ( — / rodt) Zr|.
0

Bemerkung

Bisher haben wir immer Derivate betrachtet, deren Auszahlung zur Zeit t = T stat-
tfindet. Sei nun ¢ € I, und sei Z; ein Derivat mit europaischem Ausiibungsrecht, dessen
Auszahlung zur Zeit t = ¢ stattfindet. Wir nehmen an, dass Z; folgende Regularitit
besitzt:

Zr e L*(Q, 75, Q).

Wir nehmen an, dass die Auszahlung zur Zeit ¢t = ¢ in das Geldkonto investiert wird.
Dann ist der Wert der Auszahlung zur Zeit t = T gegeben durch:

S;O) T
Ip = WZ; = exp </t T d8> L.

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gibt es eine replizierende Handelsstrate-
gie (H©®), H) fiir Zp. Wir betrachten den zugehérigen Wertprozess U[H® | H]. Nach dem
Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt:

(UHY, H]); = EqlZi|F] = EqlZ|F] = Z;.
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Also ist (H©, H) eine replizierende Handelsstrategie fiir Z;. Wir definieren den fairen
Preis Zy € R des Derivates Z; zur Zeit t = 0 durch:

Zy := (UHY, H]),.
Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt:
Zy = EqlZ7] = EqlZ;].

Insgesamt gilt das Prinzip der risikoneutralen Bewertung also auch fiir Z;.

3.3 Derivate mit amerikanischem Ausiibungsrecht

Derivate mit amerikanischem Ausiibungsrecht

Wir betrachten ein Derivat Y mit amerikanischem Ausiibungsrecht. Y; beschreibt eine
Zahlung zur Zeit t, welche durch einen Kontrakt festgelegt wird. Dabei kann der Aus-
tibungszeitpunkt ¢ vom Halter des Derivates gewahlt werden. Wir nehmen an, dass Y
folgende Regularitat besitzt:

Y* e &Q).
Wir betrachten zwei Auspriagungen des amerikanischen Ausiibungsrechtes:

¢ Eingeschranktes amerikanisches Ausiibungsrecht

Wir nehmen an, dass das Derivat zu diskreten Zeitpunkten t = 7(™) ausgeiibt werden
kann. Wir nehmen an, dass 7(™ folgende Regularitit besitzt:

1. 7™ ist eine Stoppzeit.
2. 7™ besitzt folgenden Wertebereich:

kT

e Uneingeschrianktes amerikanisches Ausiibungsrecht

Wir nehmen an, dass das Derivat zu beliebigen Zeitpunkten ¢ = 7 ausgeiibt werden
kann. Wir nehmen an, dass 7 folgende Regularitat besitzt:

1. 7 ist eine Stoppzeit.

2. 7 besitzt folgenden Wertebereich:

rel=1[0,T].
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Problemstellung

Sei Y ein Derivat mit amerikanischem Ausiibungsrecht. Gesucht ist der faire Preis des
zugehorigen Kontraktes zur Zeit ¢ = 0.

Fairer Preis

Sei Y ein Derivat mit amerikanischem Ausiibungsrecht.

¢ Eingeschranktes amerikanisches Ausiibungsrecht

Sei 7(™ eine Stoppzeit mit Wertebereich 1. Wir nehmen an, dass der Halter des
Derivates die Ausiibungsstrategie 7 wihlt. Dann erhélt dieser zu den Zeitpunkten
t € I™ folgende Zahlungen:

}/t(n) = 1{7'(”>:t} Yt

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis (Z[7()]),
dieser Zahlungen zur Zeit t = 0:

™o = D Eol(Y™);] = Eg[Y7i).

tel(n)

Nach Voraussetzung kann die Ausubungsstrategle 7™ frei gewidhlt werden. Deshalb
definieren wir den fairen Preis Z ) € R des Derivates zur Zeit ¢ = 0 durch:

Z{M = sup {(Z[7"™))o | 7™ ist Stoppzeit mit 7 € 1}
= sup {EQ ) ‘ 7™ ist Stoppzeit mit 7™ € I(”)} .

e Uneingeschranktes amerikanisches Ausiibungsrecht

Nach Konstruktion konvergiert die Feinheit der Zerlegungen 1™ gegen Null. Des-
halb definieren wir den fairen Preis Z; € R des Derivates zur Zeit ¢ = 0 durch:

Zy = sup {Eq|Y]]| 7 ist Stoppzeit mit 7 € I}.

Mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung erhalten wir:

126" < 1 Zo] < 1Yl e

Insbesondere sind tatsachlich Zén), Zy € R.

Theorem 3.4

Sei Y ein Derivat mit uneingeschrinktem amerikanischem Austibungsrecht. Dann gilt fur
den fairen Preis Zy des Derivates zur Zeit t = 0:

Zy = lim Z"

n—oo
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Beweis

Nach Voraussetzung ist (™), ey eine aufsteigende Kette von Zerlegungen von I. Also ist
(Z™),en eine monoton wachsende Folge. Nach Konstruktion ist (Z(™),en beschrinkt.
Also ist (Z™),en konvergent. Wir definieren:

Zo =l 2.

Nach Konstruktion gilt:
Zo < Zy.

Sei e > 0. Nach Konstruktion gibt es eine Stoppzeit 7 mit 7 € I und folgender Eigenschaft:
Zy < EglY]] +e.

Wir definieren eine Folge (7(™),cx von Stoppzeiten mit 7™ € 1™ durch:

(n) . (n)
T = ;1{t£m1<rgt](€")}tk .

Nach Konstruktion gilt:
n) M—00

) 22,

Nach Voraussetzung ist Y* € €. Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber dominierende
Konvergenz erhalten wir:

EQlY;) = lim EolYi,] < Zo.
Daraus folgt insgesamt:
Zo< Zy < Zg +e.

Dabei war € > 0 beliebig. Daraus folgt die Behauptung.
O

Definition

Sei Y ein Derivat mit eingeschranktem amerikanischem Ausiibungsrecht. Wir definieren:

Y =Y.
< T T

-\ * T(m\*
S N e

k+1

f<n)” (k=2"—1,...,0).

ty
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7 .= min {t e ™

(7 =y
t
<7(n)>* heisst Snellsche Hiille von Y*.

Theorem 3.5

Sei Y ein Derivat mit eingeschranktem amerikanischem Austibungsrecht.

(a) Fir den fairen Preis Z(()n) des Derivates zur Zeit t =0 gilt:
2" = Eq[Y ).

Insbesondere ist 7™ eine optimale Austibungsstrategie.

b) Sei Y* ein Submartingal bzgl Q. Dann gilt fur den fairen Preis 7™ des Derivates
( gal bzg g 0
zur Zeit t = 0:

Z§" = Eq[Y7].

Insbesondere ist 7" =T eine optimale Ausiibungsstrategie.

Beweis

(a) Nach Konstruktion gilt einerseits:

<_(” )Tm) Z Lizon— t}< > Z Loy Yy =Y.

tel(n) tel(n)

Nach Konstruktion gilt andererseits:

) )
( )T(n) Zl ) t(”)}( )EJ‘)
AN —(m\* <\ *
= (v >0+21{?<”>=t2">}(<y )m‘(y >0>
k=1 k

—m\* —(m\* —(m)\*
(), + 2 1y (7)o = (7))

k=1 k

) —(m)\*

) +ZZ1{ ) fW}(( >tl(")_<Y )w)

I
/‘\

k=1 I=1 =1
. (n) (n) )\
= (7 S gy (70 = (7))

=1 k=l L -1
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AN —(m\* <\ *
o (Y >0 + Z 1{?(n)>tfﬁ)1} ((Y )tl(") B (Y >t(")>
=1

-1

TN )\ )\ *
= ("), + Loy (7)o = e[ (V) o Fin])
=1
Daraus folgt:

gl = 5|7, ] = (7°);

7(n)
Nach Konstruktion gilt:
1. 7™ ist eine Stoppzeit mit 7 e 1™,
2. <?(n)> ist ein Supermartingal bzgl. (Q, {F:}icrom ).

Sei 7™ eine Stoppzeit mit 7 e 1. Mit Hilfe des Satzes von Doob iiber Optional
Sampling erhalten wir:

<7(n)>; > EQK?(n))* ] > EqQ[Yw]-

7'(")

Daraus folgt insgesamt:

EQlYZim| = EqlYium]-
Dabei war 7(™ beliebig. Daraus folgt:

Eq[YZ.] = sup { Eg[Y /)] ‘ 7™ ist Stoppzeit mit 7™ € ](”)} :
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Sei 7(™ eine Stoppzeit mit 7(™ € I, Nach Voraussetzung ist Y* ein Submartingal
bzgl. (). Mit Hilfe des Satzes von Doob iiber Optional Sampling erhalten wir:

Y < EQ[Yr|Frm].
Daraus folgt:
EQYim] < EqlYr].
Dabei war 7(™ beliebig. Daraus folgt:
Eq[Y}] = sup { Eq[Y )] ‘ 7™ ist Stoppzeit mit 7 € ](")} :

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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O

Definition

Sei Y ein Derivat mit uneingeschrianktem amerikanischem Ausiibungsrecht, und sei Y
nach unten beschrankt. Wir definieren:

Y, = esssup { Eq[Y/| 7] | 7 ist Stoppzeit mit 7 € [t,T]}.
7 := lim inf{tE]‘/\Y:SYt*}.
A—1+
Dabei ist Y~ ein RCLL-Supermartingal bzgl. Q. Y heisst Snellsche Hiille von Y*.

Theorem 3.6

Sei Y ein Derivat mit uneingeschranktem amerikanischem Austibungsrecht.
(a) Fir den fairen Preis Zy des Derivates zur Zeit t = 0 gilt:
Zy = Eq[Y7].
Insbesondere ist T eine optimale Austibungsstrategie.

(b) Sei Y* ein Submartingal bzgl QQ. Dann gilt fir den fairen Preis Zy des Derivates
zur Zeit t = 0:

Zy = Eq[Yr].

Insbesondere ist T =T eine optimale Austiibungsstrategie.

Literaturhinweis
Siehe [13], Theorem D.12, S.358.

Beweis

(a) Siehe Literaturhinweis.

(b) Die Behauptung folgt sofort aus Theorem 3.4 und Theorem 3.5 (b).
O

Bemerkung

Sei Y ein Derivat mit amerikanischem Austibungsrecht, sei J C I die Menge der Aus-

iibungszeitpunkte, und sei ZéA) der faire Preis. Sei ferner Y, das zugehorige Derivat mit

europaischem Austibungsrecht, und sei ZSE) der faire Preis.
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(a) Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt:
(4) _ * : o ) _ 7(E)
Zy" =sup{EglY]] |7 ist Stoppzeit mit 7 € J} > EglY)]| = Z; .

M.a.W. der faire Preis eines Derivates mit amerikanischem Ausiibungsrecht ist i.a.
hoher als der faire Preis des zugehorigen Derivates mit europaischem Austibungs-
recht. Dies ist nicht iiberraschend, da das Derivat mit amerikanischem Austibungs-
recht seinem Halter die vorzeitige Austibung als zusatzliches Recht einraumt.

(b) Sei nun Y™* ein Submartingal bzgl. ). Nach dem Prinzip der risikoneutralen Be-
wertung gilt:

A * E
Z5Y = Eolyy] = 2.

M.a.W. der faire Preis des Derivates mit amerikanischem Ausiibungsrecht und der
faire Preis des zugehorigen Derivates mit européischem Ausiibungsrecht stimmen in
diesem Fall iiberein. Insbesondere ist 7 = ¢ eine optimale Ausiibungsstrategie.

Beispiel 3.2

Sei N = 1, und sei S > 0. Wir betrachten Derivate mit amerikanischem Ausiibungsrecht.

e Amerikanische Calloption

Eine amerikanische Calloption erlaubt ihrem Halter, die Aktie zum Preis S zu
kaufen. Diese kann er sofort wieder zum Marktpreis SV verkaufen. Der Halter
der Option erhélt bei Austibung zur Zeit ¢ also folgende Zahlung:

Y, := max{S!" — 5,0}
Wir machen folgende zusatzliche Annahme:
Tt 2 0.

M.a.W. die Verzinsung des Geldkontos ist nichtnegativ. Mit Hilfe der Jensenschen
Ungleichung erhalten wir:

BolYil P = Eo max {(50);,,, —exp (- / r.ds) 5.0} | 7]
> s {Bo[(5M— e (~ [ ) 5|£].0}
> i { o [(50);,, — exp (- /Orsd s|#].0}

max { (V)7 — exp ( - /0 rods) 5,0}
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=Y.

Also ist Y* ein Submartingal bzgl. ). Nach der obigen Bemerkung stimmen der
faire Preis der amerikanischen Calloption zur Zeit ¢ = 0 und der faire Preis der
européischen Calloption zur Zeit ¢t = 0 iiberein. Insbesondere gilt:

Zy = Eq [exp ( - /t Ts ds) max{Sél) -5, O}]
0

Amerikanische Putoption

Eine amerikanische Putoption erlaubt ihrem Halter, die Aktie zum Preis S zu
verkaufen. Diese kann er sofort wieder zum Marktpreis S0 kaufen. Der Halter
der Option erhalt bei Ausiibung zur Zeit ¢ also folgende Zahlung:

Y, := max{S — sW, 0}.

Der faire Preis Zé”) der amerikanischen Putoption zur Zeit ¢ = 0 kann nun schrit-
tweise berechnet werden.

1. Bestimmung der Snellschen Hiille (V(H))* von Y*:

-\
Y ) =Y.
( T T

v\ * )\ *
(7= {2 [ (7)

(n)
thta

.7‘;](;1)]} (k=2"-1,...,0).
2. Bestimmung der optimalen Ausiibungsstrategie 7("):
(7o) -

t

3. Bestimmung des fairen Preises Z(()n) der amerikanischen Putoption mit einge-
schranktem Ausiibungsrecht:

7 . — min {t cI™

2" = Eq[Yyw).

F(n)

4. Bestimmung des fairen Preises Z; der amerikanischen Putoption mit uneinge-
schranktem Ausiibungsrecht:

Zo = lim Z\".

n—oo
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3.4 Feynman—-Kac—Formeln fiir Derivate

Voraussetzungen
1. Sei #: I x Rt — R mit folgenden Eigenschaften:

1.1 7 ist stetig.
1.2 7 gentigt der folgenden Beschranktheitsbedingung:

0 <#(t,s3) <C.

2. Seien /i : [ x RP™' — RP mit folgenden Eigenschaften:

2.1 [1 ist stetig.
2.2 9 ist beschrankt.

3. Seien 6 : I x RPHL — RP*P mit folgenden Eigenschaften:

3.1 69 ist stetig.
3.2 50 ist beschrankt.

4. Seien Z : RPT! — R mit folgenden Eigenschaften:

4.1 7 ist stetig.
42 Z geniigt der folgenden Wachstumsbedingung;:

2,8 < CU+1] 4.+ |57]).
5. Sei u: I x RPT™! — R mit folgenden Eigenschaften:

5.1 u € CO(I x RPTL R)NCH2([0,T) x RPTL R).
5.2 wu geniigt den folgenden Wachstumsbedingungen:

lu(t, 30,5)] <C(1+ |30] + . S

Konstitutive Gesetze

Wir nehmen an, dass die Prozesse r, u und ¢ durch konstitutive Gesetze der folgenden
Form gegeben sind:

Ty = f(t, St(o), gt)
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i ~ (7 0) &
ME) = il )(t7St( )7St)'
o =51t 5,5,).

Bemerkung

Nach Konstruktion besitzen der Geldkontoprozess S© sowie die Aktienpreisprozesse S
folgende Darstellungen bzgl. des dquivalenten Martingalmafles @):

t
S =1 +/ (s, 59, 5,) SO ds.
0

S =1+ / P(s, 5, 8,) S ds + ) / &9 (5,80, 8) S AV,

Derivate mit europaischem Ausiibungsrecht

Wir betrachten ein Derivat Z; mit europaischem Austibungsrecht. Wir nehmen an, dass
die Auszahlung zur Zeit t = T durch ein konstitutives Gesetz der folgenden Form gegeben
ist:

Zp = Z(SWY) 87).

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z, des Derivates
zur Zeit t = O:

2= Eafesn (~ [ 500,505 ar) 215,51
0

Sei u eine Losung des folgenden Cauchyschen Problems:

—@(t $°,5) = 1 i (i&“‘”’i)(t s0,5) 600 (t, 50, 5) s sl> O%u (t,3)
at Y ) 2 — Y ) Y ) ask 85[ Y

k=1

p
ou
+ E #(t,s°,5) s* W(t,so, 5) —7(t,s°,3) u(t, s°, 3).
s
k=0

u(T,s°,8) = Z(s°, ).
Nach den Feynman-Kac-Formeln gilt:

Zo = u(0,1,1).
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Derivate mit europaischem Ausiibungsrecht und Barrier

Sei G C RP*! offen, sei (1,1) € G, und sei I' € R™ der Rand von G. Wir betrachten ein
Derivat Zr mit europaischem Ausiibungsrecht und Barrier, d.h. eine Auszahlung findet
nur dann statt, wenn der Prozess (S(*), S) das Gebiet G im Zeitintervall I nicht verlsst.

Wir definieren eine Stoppzeit 7(8.56) qurch:
F8D8G) . inf {t el ‘ (S(O),S) € F} )

Wir nehmen an, dass die Auszahlung zur Zeit ¢ = T durch ein konstitutives Gesetz der
folgenden Form gegeben ist:

A 0) =
ZT = 1{7_(5(0),57(;):00} Z(,S,%)7 ST)

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z; des Derivates
zur Zeit t = 0:

T
Zy = Eq [1{T<s<0>,s‘,c):oo} exp ( - / r(t, 515(0)7 St) dt) Z(Sg)), ST)]
0

Sei u eine Losung des folgenden Dirichletschen Problems:

du 0 = 1 ¢ - ~ (ki) 0 =\ a(li) 0 o k) Ou ~
—E(t,s ,5)252 (ZO‘ Mt s0,8) 0 (L, s7,5) s S)f)s’ff)sl(t’s)

ki=1  i=1

P
0
+ Z #(t, 5", 5) s* 8_54(]5’ s0,5) — #(t,s", 3) u(t, s°, 3).

Nach den Feynman-Kac-Formeln gilt:

Z() = U(O, 1, i)

Derivate mit amerikanischem Ausiibungsrecht

Wir betrachten ein Derivat Y mit amerikanischem Austibungsrecht. Wir nehmen an, dass
die Auszahlung zur Zeit ¢ € I durch ein konstitutives Gesetz der folgenden Form gegeben
ist:
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Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z, des Derivates
zur Zeit t = O:

Zo

— sup {EQ [eXp ( B /T #(t, 59, 5) dt) AGIE ST)]
0

T ist Stoppzeit mit 7 € [ } .

Sei u eine Losung des folgenden Stefanschen Problems:

u 0*u
" A(kz ~ ( i) k =
8tt$ ,5) _2 g (g (t, s, 3) (t,s°,5) s s)askasl(t,s)

kl=1 =1

p
)
+ ) (e, s°,3) " a—i(t,SO,g) — 7 (t, 5%, 3) ult, s, 5).
S
k=0

u(t, s°,8) > Z(s°, 5).

u(T,s°,5) = Z(s°, 3).
Wir definieren eine Stoppzeit 7 mit 7 € I durch:
= inf {t el ‘ u(t, s’ 3) = 2(30,5)} :

Nach den Feynman-Kac-Formeln gilt:

Zy = u(0,1,1) = Eq [exp ( - /Tf(t, SO 3, dt) 2(50), ;)]
0

3.5 Modellierung von Bondmarkten

Aktienmarktmodell
Wir betrachten unser Aktienmarktmodell fiir den Fall p = 1. Fiir Prozesse X bzw. X7
mit 7,j = 1,...,p verwenden wir in diesem Abschnitt keine Indizes, d.h. wir schreiben X

anstelle von X bzw. X@D,

Geldkontoprozess
Nach Konstruktion besitzt S folgende Darstellung:

t t
St(o) 1 +/ r, SS(O) ds = exp </ rs ds>.
0 0
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Wir verwenden folgende Notation:

BY = 5,

Aktienpreisprozess

Nach Konstruktion besitzt S() folgende Darstellung bzgl. Q:

t t
S =1+ / ry SO ds + / a, SM v,
0 0

t 1 t t
:exp(/ rsds——/ |08|2ds~|—/ asts>.
0 2 /o 0

Dabei interpretieren wir S als die Wertentwicklung einer Geldeinheit, welche zur Zeit
t = 0 in einen Aktienindex (z.B. DAX, DOW JONES oder MSCI) investiert wird.

Zerobond

Wir betrachten einen Zerobond Zr, welcher seinem Halter die Zahlung einer Geldeinheit
zur Zeit t = T' garantiert:

Zr = 1.

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gibt es eine Handelsstrategie (H®, H™M)
mit folgenden Eigenschaften:

1. (H®, HW) ist selbstfinanzierend, d.h. der zugehdrige Wertprozess U[H©®), HM]
besitzt folgende Darstellung bzgl. Q:

t
(UHO, HO); = UTH®, HO); + / HO d(5M):
0
t

— (U[H(O),H(l)])g +/ o, Hs(l) (Sgl))* av..
0

2. HM (SMW)* besitzt folgende Regularitit:
HY (SWys e g2(Q).
Insbesondere ist (U[H®, HM))* € M(Q).
3. (HO®, HW) ist eine replizierende Handelsstrategie fiir Zp, d.h. es gilt:

Zy = (UHO®, HO) .
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4. U[H®, HM] besitzt folgende Darstellung:

@qymxﬂuqﬁ::E@w;uﬂ::E@%mp(— £TndQLE]

Insbesondere gilt:

(WH@J%W%:Edﬁﬂ:Ed@@(—ATn&ﬂ.

Bondpreisprozess

Wir betrachten den Bondpreisprozess B, B® beschreibt die Wertentwicklung einer
Geldeinheit, welche zur Zeit t = 0 in den Zerobond investiert wird. Nach Konstruktion
gilt:

1

Bgl) —_— =
U

UHO, HY),.

U= (UHY, HV)), = EQ[exp ( — /OTrtdtﬂ.

Nach Konstruktion ist (BM)* € M(Q) mit folgender Darstellung bzgl. Q:

wmﬁ:1+/

0

t

(B dV, = %EQ[GXP ( - /OT Ty ds) ‘ft]

Daraus folgt:

Bt(l) = exp (/trsds> (B(l));‘ = %EQ[exp < — /Trs ds) ’]:t].
0 t

Handelsstrategien und Wertprozesse im Bondmarktmodell

Wir betrachten ein Portfolio U, das aus H®? Anteilen des Geldkontos sowie H 5
Anteilen des Bonds besteht.

1. Seien HB0 HEBY progressiv messbar. (HP9 HPBD) heisst Handelsstrategie.
2. Sei UB[HEBEO HED] € J mit folgender Darstellung:
(U(B) [H(B,O)’ H(BJ)])t — H(B,O) BEO) + H(Bvl) Bt(l)

UBIHBEO  HBD] heisst Wertprozess.
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Theorem 3.7

Sei (HBO) HPBY) eine Handelsstrategie. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) UBHBO HBD] € J mit folgender Darstellung:

1 t
(UBHEO, gEV)), = (UO[HEO FED]) + 3 / HPBYABW.
i=0 70

(b) (UB[HEBO HEBEU* € T mit folgender Darstellung:

(U(B) [H(B ,0) H(B 1)]) (U(B) [H(B ,0) H (B, 1 / H(B 1)

(HBO HBDY heifit selbstfinanzierend, falls eine der obigen Aussagen wahr ist.

Beweis

Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Theorem 3.1.

O

Theorem 3.8
Sei (HPBO HBYY eine Handelsstrategie mit folgenden Figenschaften:

1. (HBO HBY) st selbstfinanzierend.

2. HBY (g € £2(Q).
Dann gilt:

(UBHEO, HEV])" € m(Q).

Insbesondere ist der diskontierte Wertprozess (UB)[HBO HBV)* ein Martingal bzgl.
Q.

Beweis
Nach Theorem 3.7 besitzt (UB)[H B HEBD])* folgende Darstellung bzgl. Q:

(U(B)[H(Bvo)’H(Bﬁl)])zﬂ — (U(B) [H(B’O), H(Bvl)])(’; + HgB’l) d(B(l)):
t
= UOEEO,HO + [ HED (50);av0)
0

Damit folgt die Behauptung aus der Itoschen Isometrie.

O
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Derivate mit europaischem Ausiibungsrecht im Bondmarktmodell

Wir betrachten ein Derivat Z}B) mit europaischem Ausiibungsrecht. Z;B) beschreibt eine

Zahlung zur Zeit t = T', welche durch einen Kontrakt festgelegt wird. Wir nehmen an,
(B) - o

dass Z; ' folgende Regularitat besitzt:

(ZP); € L*(Q, Fr, Q).

Problemstellung

Sei Z}B) ein Derivat mit européischem Austibungsrecht. Gesucht ist der faire Preis Z[()B) €
R zur Zeit t = 0 im Bondmarktmodell.

Fairer Preis im Bondmarktmodell

Sei Z}B) ein Derivat mit europdischem Ausiibungsrecht, sei (H"0, H(BD) eine Han-
delsstrategie, und seien folgende Voraussetzungen gegeben:

1. (HB9 HBD) ist selbstfinanzierend.
2. HPV (1) € £2(Q).
3. (H(B’O), H®BD)Y ist eine replizierende Handelsstrategie fiir Z;B):

Z(TB) _ (U[H(B,O)’ H(B,1)])T'

Wir definieren den fairen Preis Z(()B) des Derivates Z;B) zur Zeit t = 0 durch:
Z(SB) = (U(B) [H(B,O)’ H(Bvl)])o'

M.a.W. der faire Preis Z(()B) des Derivates Z;B) ist der Wert eines replizierenden Portfolios
UBHEO HEBED] zur Zeit t = 0.

Theorem 3.9 (Prinzip der risikoneutralen Bewertung im Bondmarktmodell)

Sei Z;B) ein Derivat mit europdischem Austiibungsrecht, und sei folgende Voraussetzung
gegeben:

(ﬁ(l))* # 0  fast tberall in I x €.
Dann gilt:
(a) Es gibt eine Handelsstrategie (HP?), HBD) mit folgenden Eigenschaften:

L. (HBO, HBYY st selbstfinanzierend.
2. HBD (30) € 22(Q).
3. (HBO HBD)Y st eine replizierende Handelsstrategie fiir Z:(FB).
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(b) Das replizierende Portfolio UB)[HBO) HBD] besitzt folgende Darstellung:

T
U HED, 1OV, = Eql(2®);17) = Eo[exp (~ [ ridt) (20| 7],
0

(¢) Der faire Preis Z(SB) des Derivates ZC(FB) besitzt folgende Darstellung:

T

ZP) = Bol(2B):] = EQ[exp ( - /0 Y dt) (Z<B>)T]

Beweis

Der Beweis verlauft analog zum Beweis des Prinzips der risikoneutralen Bewertung im
Aktienmarktmodell, Theorem 3.1.

O

Beispiel 3.3

Wir betrachten nun spezielle Derivate Z:(FB) mit europaischem Austibungsrecht im Bond-
marktmodell.

e Europaische Calloption

Sei B > 0, und sei £ € I mit £ < T. Eine européische Calloption erlaubt ihrem
Halter, den Bond B® zur Zeit ¢ =  zum Preis B zu kaufen. Der Halter der Option
erhalt zur Zeit t = ¢ also folgende Zahlung:

ZE(B) = max{B{(U — B,0} = max{%EQ[exp ( — /T T ds) ‘.7-}} —E,O}.
7

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z(()B) der
européischen Calloption zur Zeit ¢t = 0:

7" = Eol(ZP)]
= Eqg [exp ( — /Otrs ds) ZE(B)}
:max{%EQ[exp<—/o 7‘st> ‘.7-}] —Eexp(—/o Tsds),OH.

e Europaische Putoption

Sei B > 0, und sei £ € [ mit £ < T. Eine européische Putoption erlaubt ihrem
Halter, den Bond B zur Zeit ¢t = # zum Preis B zu verkaufen. Der Halter der
Option erhalt zur Zeit ¢t = t also folgende Zahlung:

_ 1 ’
Zt(B):max{B—Bfl),O}:maX{B—ﬁEQ[eXP<—/ rsds)‘}}],()}.
t
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Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis Z(()B) der
europaischen Calloption zur Zeit ¢t = 0:

Z5 = Eol(ZzP)1]

= /rsds Z(B
0
:maX{BeXp( /0Tsds>—%EQ[eXp<_/OTTSd3>‘Ft},OH.

e Swapkontrakt

Sei 7 > 0. Ein Swapkontrakt legt fest, dass der Halter zur Zeit ¢ = T den Wert
einer Geldeinheit, welche zur Zeit ¢t = 0 in eine fest verzinsliche Anlage mit Zinsrate
T investiert wird, gegen den Wert einer Geldeinheit, welche zur Zeit t = 0 in das
Geldkonto investiert wird, tauscht. Der Halter des Kontraktes erhélt zur Zeit t =T
also folgende Zahlung:

T
Z;B) = B(TO) —exp(TT) = exp (/ Ts ds) —exp(TT).
0

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung gilt fiir den fairen Preis ZéB) des
Swapkontraktes zur Zeit t = 0:

Z5P = Eq[(ZP)3]

= EQ[eXp ( - /OTTS ds) Z;B)]
=1 —EQ[exp (/OT(F—rs)dsﬂ.

In der Praxis werden Swapkontrakte haufig so abgeschlossen, dass der faire Preis
Z[SB zur Zeit t = 0 gerade Null ist. Auflosen der obigen Gleichung liefert:

1
ZP =0 — F=—In

T (EQ[exp<

fOT T ds)] > .
In diesem Fall ist 7 die faire Swaprate.
Zinsstrukturmodelle

In unserem Aktienmarktmodell haben wir die Zinsrate r als einen gegebenen stochastis-
chen Prozess betrachtet, welcher die folgenden Eigenschaften besitzt:
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1. r geniigt der folgenden Regularitatsbedingung:
r e Q).

2. r gentugt der folgenden Beschranktheitsbedingung:

OST}SC.

Im Rahmen der Modellierung von Bondmarkten wird r typischerweise durch konstitutive
Modelle in Form von stochastischen Differentialgleichungen definiert. Fiir solche Modelle
sind die obigen Bedingungen i.d.R. nicht erfiillt. Eine strenge mathematische Analyse
dieser stochastischen Differentialgleichungen und der sich daraus ergebenden Bondmarkt-
modelle geht iiber den Rahmen des vorliegenden Textes hinaus. Deshalb beschranken
wir uns an dieser Stelle auf die blole Formulierung von konstitutiven Modellen fiir » und
verweisen auf die zitierte Literatur.
e Zinsstrukturmodell von Vasicek

Seien a, b, c,d > 0. Wir nehmen an, dass r folgende Darstellung bzgl. P besitzt:

t t
rt—a+/b(c—rs)ds+/ddWs.
0 0

Nach Abschnitt 2.7 besitzt die obige lineare stochastische Differentilagleichung ge-
nau eine Losung r € €(P). Diese besitzt folgende Darstellung bzgl. P:

re =a exp(—bt) + ¢ (1 — exp(—=bt)) + d/o exp(=b(t —s))dWs.

Wir nehmen zusatzlich an, dass der Marktpreis des Risikos p konstant ist. Nach
dem Satz von Girsanov besitzt r folgende Darstellung bzgl. Q:

t t
rt:a+/b(6—rs)ds+/dd1/;.
0 0

dp
L
Nach Abschnitt 2.7 ist r € €(Q) mit folgender Darstellung bzgl. Q:

c:=c—

re = a exp(—bt) +¢ (1 —exp(—bt)) + d/ot exp(—b(t —s)) dW,.

Insbesondere geniigt r der Regularitatsbedingung, aber nicht der Beschranktheits-
bedingung.
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e Zinsstrukturmodell von Cox—Ingerson—Ross

Seien a, b, c,d > 0. Wir nehmen an, dass r folgende Darstellung bzgl. P besitzt:

t t
rt:a—ir/b(c—rs)d3+/d\rs\§dWS.
0 0

Eine Analyse dieser stochastischen Differentialgleichung geht tiber den Rahmen des
vorliegenden Textes hinaus.

e Grenzfalld =0

Im Grenzfall d = 0 reduzieren sich die Zinsstrukturmodelle von Vasicek und Cox—
Ross—-Ingerson auf die folgende gewohnliche Integralgleichung:

T :a—i-/tb(c—rs)ds.
0
Die Losung r ist fiir ¢ € [0, 00) gegeben durch:
re = a exp(—bt) + c(1 —exp(—bt)).
Insbesondere gilt:
fimn =

M.a.W. die Zinsstrukturmodelle von Vasicek und Cox—Ross-Ingerson entstehen da-
durch, dass eine gewohnliche Integralgleichung mit einem globalen Attraktor um
einen stochastischen Storterm erganzt wird.

Literaturhinweis
Siehe [15], Abschnitt 6, S. 121 ff.
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